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Cuvant inainte

Aceasta lucrare este gandita sa apara in doua volume §i are la baza
cursurile pe care autoarea le-a predat studentilor energeticieni ai
Universitatii Tehnice “Gh. Asachi” lasi intre anii 1995-2003. Primul
volum este consacrat principiilor de baza ale mecanicii fluidelor. Cel de al
doilea volum va fi dedicat aplicatiilor tehnice ale mecanicii fluidelor in
instalatiile §i sistemele intdlnite in energetica.

Lucrarea este structuratd pe sapte capitole. In capitolul 1 sunt
prezentate principalele proprietati fizice ale fluidelor. Capitolul 2 este
consacrat principiilor generale ale mecanicii fluidelor. Statica fluidelor
este expusa in capitolul 3, iar in capitolul 4 este studiata cinematica
fluidelor. In capitolul 5 este prezentatd dinamica fluidelor nevdscoase, iar
capitolul 6 trateazd dinamica fluidelor viscoase in regim laminar. In
capitolul 7 se trateaza migcarea turbulenta. Expunerea teoretica este
completata de aplicatii tehnice.

Lucrarea se adreseaza in primul rand studentilor energeticieni, dar
este utila si celor de la facultatile de mecanica sau de instalatii. Alaturi de
temele de baza sunt prezentate §i chestiuni de nivel mai ridicat, cartea fiind
astfel utila si specialistilor care doresc sa aprofundeze mecanica fluidelor.

Autoarea isi exprima intreaga gratitudine fata de domnul profesor
universitar doctor inginer Valeriu Panaitescu pentru minutiozitatea cu
care a citit manuscrisul, pentru sugestiile pertinente care au condus la
imbunatatirea considerabila a materialului. Adresez cele mai calde
multumiri domnului profesor universitar doctor inginer Eugen Constantin
Isbasoiu pentru atentia cu care a urmarit acest demers §i pentru sfaturile
utile pe care mi l-a acordat. De asemenea, aduc un respectuos omagiu
regretatului profesor doctor inginer Paul Matei care a contribuit la
formarea mea profesionala.

Daniela Popescu
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INTRODUCERE

Mecanica fluidelor este o ramura a Mecanicii mediilor continue care
studiaza legile repausului si miscarii fluidelor, precum si interactiunea lor
cu corpurile solide cu care vin in contact.

Mediile continue se diferentiaza dupa modul in care se deformeaza
sub actiunea fortelor exterioare. Fluidul este o substanta fara rigiditate, care
opune o rezistentd neglijabild la deformare sub actiunea fortelor tangentiale
externe §i nu revine la forma initiald dupd ce aceste forte au fost
indepartate. Prin comparatie, solidele sunt materiale ce se deformeaza sub
actiunea unor eforturi de valoare data si revin la forma initiald dupa
indepartarea acestor eforturi, daca nu a fost depasita limita de elasticitate a
materialului.

Mecanica fluidelor poate fi Tmpartitd in: staticd, cinematica si
dinamica. Statica fluidelor studiaza repausul fluidelor si actiunile exercitate
de acestea asupra suprafetelor solide cu care vin in contact. Cinematica
fluidelor studiaza miscarea fluidelor, fard considerarea fortelor care
determind sau modificd starea de miscare si transformarile energetice
produse. Dinamica fluidelor studiaza miscarea fluidelor considerand fortele
care determind sau modificd starea de miscare, precum si transformarile
energetice produse in timpul miscarii. Mecanica fluidelor utilizeaza
principiile generale ale mecanicii §i termodinamicii: principiul conservarii
masei, principiul variatiei impulsului, principiul variatiei momentului
cinetic, principiul conservarii energiei.

Mecanica fluidelor este o stiintd complexa din care au izvorat o serie
de discipline de sine statatoare.

Hidraulica desemneaza disciplina care studiaza repausul si miscarea
lichidelor in scopul rezolvarii problemelor ingineresti, folosind metodele si
rezultatele mecanicii fluidelor, adaptandu-le nevoilor practice, precum si
metode specifice. Astfel, in raport cu mecanica fluidelor, metodele
hidraulicii sunt mai simple si in acelasi timp limitate la conditiile de
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aplicabilitate a schemelor simplificate de rezolvare sau de efectuare a
experimentelor. Termenul de hidraulicd provine de la cuvintele grecesti
hudor — apa si aulos — tub, transportul apei prin conducte si canale fiind
domeniul initial de interes tehnic.

Hidromecanica este ramura Mecanicii fluidelor care studiazad legile
de repaus si de miscare a lichidelor si a gazelor in domeniul incompresibil
precum si actiunea lor mecanica asupra corpurilor solide cu care vin in
contact.

Aeromecanica este ramura Mecanicii fluidelor care se ocupa cu
studiul legilor de repaus si de miscare a gazelor si cu interactiunea lor
mecanica cu corpurile solide cu care vin in contact.

Aerostatica este o ramura a Aeromecanicii care se ocupa cu studiul
legilor de echilibru al corpurilor in gaze, in special in atmosfera.

Aerodinamica studiaza miscarea gazelor peste corpuri, in special a
aerului, precum §i miscarea corpurilor solide in aer sau in gaze. Daca
vitezele de deplasare ale aerului sau vitezele relative dintre corpurile solide
si aer nu depasesc anumite limite, fluidul poate fi considerat incompresibil
si metodele de studiu ale Aerodinamicii sunt cele ale Hidrodinamicii.

Dinamica gazelor trateazd in mod special miscarea fluidelor
compresibile. Curgerea la viteze mari a gazelor, curgerea gazelor cu efecte
chimice aditionale, miscarea unui corp in straturile superioare ale
atmosferei sunt studiate in cadrul acestei discipline.

Hidrodinamica turbomaginilor se ocupa cu studiul miscarii fluidelor
in turbomasini.

Preocuparile omenirii in domeniul hidraulicii au debutat cu milenii in
urma, datoritd nevoii de a realiza retele de irigatii functionale. Realizari de
exceptie din acest domeniu se intalnesc in Egipt, Mesopotamia, India si
China. Desi curgerea prin canale era bine inteleasd din punct de vedere
fizic, nu existd dovezi privind o formulare teoretica a principiilor utilizate.
De-a lungul timpului, hidrodinamica a beneficiat de o atentie deosebitd cu
rezultate bune in constructia de nave, sisteme performante de irigatii $i
magsini hidraulice simple, insd abia 1n secolele XVII si XVIII cercetatorii
I. Newton, D. Bernoulli si L. Euler au formulat principiile dinamicii
fluidelor ideale. Incitante pentru matematicieni, relatiile formulate s-au
bucurat de o apreciere moderata din partea practicienilor, dat fiind ca
ipoteza fluidului ideal este mult prea restrictivd si conduce adeseori la
diferente semnificative intre experiment si teorie. Inginerii au incercat sa
generalizeze rezultatele experimentelor si au elaborat numeroase formule
empirice al caror principal inconvenient il reprezinta domeniul restrans de
aplicabilitate. Secolul XIX reprezinta perioada in care eforturile
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matematicienilor s-au reunit cu cele ale inginerilor. In acest context, au fost
puse bazele dinamicii fluidelor vascoase de catre C. L. Navier (1827) si
G. G. Stokes (1845), iar cele ale miscarilor turbulente de O. Reynolds
(1883).

Aparitia aparatelor de zbor, la inceputul secolului XX, a impulsionat
dezvoltarea aerodinamicii. N. Jukovski a fundamentat studiul teoretic al
profilelor aerodinamice (1905), L. Prandtl a introdus conceptul de strat
limitda (1904) si a dezvoltat prima teorie a aripii portante (1918),
B. Riemann (1860) si E. Mach (1880) au efectuat primele studii asupra
undei de soc, cu aplicatii in deplasarea supersonici a proiectilelor. In
aerodinamica supersonica, contributii teoretice importante au fost aduse i
de R. von Mises si K. Friederichs.

In permanentd mecanicienii-matematicieni au dezvoltat teoretic
mecanica fluidelor, imbogatind-o cu noi rezultate, iar inginerii au
completat-o prin studii experimente. Ambele directii sunt necesare si se
potenteaza reciproc.

Simularea numerica reprezintd o a treia directie Tn mecanica
fluidelor, apdruta relativ recent. Cu ajutorul ei sunt testate modele teoretice
si rezolvate probleme ingineresti. Ultimii ani au consemnat progrese
remarcabile, CFD - Computational Fluid Dynamic - fiind unul din
domeniile pentru care supercalculatoarele sunt indispensabile.

Trebuie subliniatd interdependenta celor trei directii. Astfel, desi nu
existd un model analitic general valabil care sa descrie curgerea reald a
fluidelor in regim turbulent, totusi combinand eforturile matematicienilor,
ale informaticienilor si ale inginerilor se poate raspunde astdzi la multe
probleme practice de larg interes tehnic.

In Romania, sunt demne de mentionat contributiile academicienilor
Caius lacob in dinamica fluidelor compresibile si Lazar Dragos in
aerodinamica teoretica. Academicianul Dumitru Dumitrescu a contribuit la
dezvoltarea  hidrodinamicii s1  academicienii  Nicolae Tipei i
V.N. Constantinescu la studiul teoriei [lubrificatiei. Hidrodinamica
turbomasinilor a fost completata prin studiile academicienilor Dorin Pavel

si Aurel Barglazan, scoala romaneasca fiind considerabil imbogatitd de
studiile acestora.
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Capitolul 1

PROPRIETATILE FLUIDELOR

Fluidul este corpul care, datoritd fortelor intermoleculare mici, are
proprietatea de a-si schimba forma sub actiunea unor eforturi chiar si foarte
mici (daca acestea nu actioneaza in sensul micsorarii volumului) si deci, de
a lua - intr-un camp de forte exterioare, cum este campul gravitational-
forma vasului in care se giseste. Intr-un fluid in stare de repaus nu pot
exista tensiuni tangentiale, ci numai tensiuni normale. Fluidele se impart in
lichide si gaze.

Lichidele ocupa un volum dat in spatiu, deoarece distantele
intermoleculare raman relativ constante si de acelasi ordin de marime cu
diametrul moleculelor. Datorita atractiei intermoleculare formeaza un bloc
compact ce ocupd un volum determinat, plasat in partea inferioarda a
recipientului Tn care se afld. Volumul ocupat de lichide variaza
nesemnificativ sub actiunea unor variatii ale presiunii si ale temperaturii si
de aceea pot fi considerate inexpansibile sau incompresibile.

Gazele se caracterizeazd prin distante intermoleculare mari, de
dimensiuni variabile. Gazele ocupa intregul volum al recipientului in care
se afla, chiar daca acesta se extinde sau reduce semnificativ, ele fiind
expansibile sau compresibile.
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1.1. Ipoteza continuitatii mediului fluid

Materia este discontinua la scard microscopica. Fenomenele studiate
de mecanica fluidelor au Tnsa un caracter macroscopic, cel mai mic volum
considerat contindnd un numér mare de molecule. In mecanica fluidelor se
face abstractie de structura discontinud a materiei si volumul ocupat de
fluid este considerat un mediu material continuu, umplut complet de
particule fluide, iar distributia marimilor fizice este continua in acest
subspatiu.

Particula fluida este o portiune de fluid de forma arbitrara, de
dimensiuni mici In raport cu o scara a curgerii §i care pastreaza
caracteristicile modelului de mediu continuu. Particuleir de fluid 1 se
asociaza un volum elementar d V' de masa elementara dm, care contine un
numadr suficient de mare de molecule pentru a fi sistem termodinamic (la
echilibru, fluctuatiile subsistemelor se anuleaza). Marimile fizice atasate
particulei de fluid la un moment oarecare ¢ sunt cele masurate in centrul de
masa al particulei intr-un interval de timp Ar care contine momentul ¢.
Elementul de volum infinitezimal dV se considera mic in raport cu corpul,
insd mare 1n raport cu distantele intermoleculare.

Fie un corp fluid care la momentul ¢ ocupd domeniul spatial D(z).
Prin ipoteza continuitatii se admite cd exista o corespondentd biunivoca
intre multimea particulelor fluide si domeniul D(¢); in fiecare punct
(x1, x5, x3) al domeniului D(7) se gaseste o singurd particuld fluida. Ipoteza
permite descrierea proprietatilor fluidelor prin campuri.

De exemplu, masa volumicd (masa specificd sau densitatea) la
momentul ¢ in punctul P, desemnat prin vectorul de pozitie 7, este prin
definitie raportul dintre masa particulei fluide dm aflatd in acest punct la
momentul 7 s1 volumul elementar d V' ocupat de particula. Dacad punctul P
parcurge domeniul D(f), atunci se obtine cdampul densitate
p:D(t)—(0,+0).

Similar, in fiecare punct P, identificat prin vectorul de pozitie r, sila

orice moment #, se poate determina campul presiunilor p = p(;, t), campul

vitezelor V = V(;, t) , campul temperaturilor T =T (;, t) etc.

Functiile ce descriu proprietatile fluidului in raport cu timpul si
coordonatele punctului sunt continue peste tot sau aproape peste tot.
Suprafetele si curbele singulare pe care sunt discontinue mai multe marimi
fizice simultan, pot fi clasificate dupa criteriul de continuitate al unei
marimi fizice (de exemplu suprafata de separatie a doud lichide imiscibile
si suprafata libera a unui lichid prezintd o continuitate a presiunii).



14 MECANICA FLUIDELOR . BAZELE TEORETICE

1.2. Proprietati fizice ale fluidelor

1.2.1. Temperatura

Temperatura se determina in raport cu o temperaturd de referinta;
daca aceasta corespunde lui zero absolut, temperatura se numeste absoluta
si se noteaza cu simbolul 7. Temperatura este o marime fundamentala in

Sistemul International SI si are formula adimensionald [7]=©. Unitatea
de masura este kelvinul (K), <T > =1K, si reprezinta 1/273,16 din
temperatura punctului triplu al apet, notata cu 7j = 273,16 K (punctul triplu

reprezintd starea in care fazele solida, lichida si de vapori se gdsesc in
echilibru). Originea de masurare a temperaturii absolute este zero absolut si
este cu 273,16 K mai micd decat temperatura punctului triplu al apei. La

presiunea atmosferica normald, temperatura de topire a ghetii este
273,15K (cu 0,01 K mai micd decat temperatura punctului triplu al apei),

iar cea de fierbere a apei este 373,15 K. Daca temperatura se determina in

raport cu o altd temperatura de referintd decat zero absolut, atunci
temperatura se numeste relativa. De exemplu, admitand drept temperatura
de referinta temperatura de topire a ghetii, s-a introdus unitatea de masurd a

temperaturii relative numitd gradul Celsius (C) reprezentand 1/100 din

intervalul dintre temperatura de topire a ghetii, notati cu 0°C si
temperatura de fierbere a apei notatd cu 100°C (la presiunea atmosferica
normald). Temperatura (relativd) exprimatd in “C se noteazd cu ©;
[6]=0, (6)=1"C.

Legatura dintre temperatura masuratd pe scara Kelvin si temperatura
determinatd pe scara Celsius este

T=0+273,15. (1.1)

Cele doud scari de masurare a temperaturii diferd doar prin originea lor si
se poate scrie AT =AH.
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1.2.2. Masa volumica (masa specifica sau densitatea), volumul
masic, greutatea volumica

Masa volumica sau masa specifica sau densitatea intr-un punct
oarecare P al unui fluid se defineste ca limita raportului dintre masa Am a
unei particule elementare (care contine punctul P ) si volumul sau AV,
atunci cand acesta din urma tinde catre O in jurul punctului considerat,

def A_m_dm

7, t) = lim =—. 1.2
p( ) AV—>0AV  dV (12)

In general, masa volumici p mai depinde, in afard de pozitia
precizata de vectorul de pozitie r, de timpul ¢ si de temperatura 0 si de
presiunea p, pzp(;, t,0, p). Daca fluidul este omogen, atunci masa
volumica se determind ca masa unitatii de volum, p=m/V .

Unitatea de masura pentru densitate este <p> =1 kg/m3 ( kilogram pe

metru cub). Densitatea este un camp scalar. Lichidele sunt adeseori
considerate a avea densitatea constantd. In tabelul 1.1 si anexa 1 sunt
prezentate cateva valori ale densitatii pentru fluide uzuale.

Densititile unor lichide uzuale, la presiunea atmosferica normala.

Lichidul ke ms | °C Lichidul ke /m° e
Apa distilata 1 000 4 | Ulei 890-920 15
Anilina 1 022 20 | Ulei de anason 999 15
Alcool 790 10 | Titei 850-930 15
Mercur 13 596 0 | Benzind 680-740 15
Solutie saturata 1210 17 | Petrol lampant 790-820 15
NaCl

Glicerind pura 1 260 0 | Gudron de huila 1 200 15

Tabelul 1.1.

Volumul masic este un camp scalar definit ca inversul masei
volumice,

v(‘r’,z)= S (1.3)
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Unitatea de masura pentru volumul masic este <v> =1 m3/kg (metru cub
pe kilogram).

O alta caracteristica importantd a unui fluid este greutatea volumica
(greutatea specifica) care poate fi definitd analog masei volumice cu relatia

. AG dG

rot)= llm —=—vr, 1.4
v(71) AV>0AV  dV (14)
unde AG este greutatea fluidului continut in volumul elementar AV .

Greutatea volumicad este legatd de masa volumica prin relatia
v(r.t)=p(r1) g, (1.5)

unde g este acceleratia gravitationald. Unitatea de masura a greutatii
specifice este <y>=1N/m3 (newton pe metru cub) .

Pentru lichide se poate considera greutatea specificd constanta.
Greutatea specifica a gazelor variaza cu presiunea si temperatura, conform
ecuatiei de stare.

1.2.3. Ecuatia de stare a gazelor

Starea unui gaz este definitd de parametrii de stare, presiunea p,
volumul V' si temperatura 7', sub forma ecuatiei caracteristice

f(p.V,T)=0. (1.6)

Gazele se caracterizeazd prin distante intermoleculare mari, ceea ce
conduce la forte de coeziune extrem de mici. Gazul perfect este un model
de fluid, reprezentat de un ansamblu de molecule punctiforme perfect
elastice si lipsite de coeziune.

Ecuatia de stare pentru un gaz perfect, cunoscutd si sub numele de
legea lui Clapeyron, este

PV =nRT sau p\Vz%RT, (1.7)
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unde n=m/M reprezintd numarul de moli prezenti in volumul V',
m masa gazului, M masa moleculard, iar R =8,314J/molK este

constanta universala a gazelor perfecte.
In mecanica fluidelor se utilizeaza adeseori o relatie dedusd din
expresia (1.7), prin raportarea la masa m a fluidului aflat in volumul V'

P_Rpr, (1.8)
p

unde p este masa volumica (densitatea) si R ="R/M reprezintd constanta
caracteristicd a gazului considerat. Unitatea de masura pentru constanta
gazului este <R> =1J/ (kg K) (joule pe kilogram si kelvin).

Pentru gaze reale existd formule de calcul derivate din legea lui
Clapeyron, corespunzatoare transformarilor termodinamice asociate.

1.2.4. Compresibilitatea si elasticitatea

Compresibilitatea este fenomenul care atageaza oricdrei variatii a
presiunii fluidului o variatie corelativa a volumului sdu.

Compresibilitatea izotermica este proprietatea fluidelor de a-si
modifica volumul sub actiunea variatiei presiunii la temperaturd constanta.

.....

coeficienti. Daca se considerd variatii infinitezimale pentru volum si
presiune, coeficientul de compresibilitate izotermica, [, este definit prin
relatia

1oV
=——| — . 1.9
B V( ap chonst ( )

In cursul transformirii masa totald rimane constanti, asadar
dm=d(p V) =Vdp+pdV=0 sl expresia coeficientului de
compresibilitate izotermica se poate scrie si sub forma

1(0
B:—(EQJ | (1.10)
p\op T =const
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Unitatea de masurda utilizatd pentru masurarea coeficientului de
compresibilitate este <[3>=1m2/ N=1Pa™ (metru patrat pe newton).
Coeficientul de compresibilitate depinde de temperatura.

Elasticitatea este proprietatea fluidelor de a reveni la valoarea
initiald a volumului, cand se revine la starea initiala de presiune. Modulul
de elasticitate al fluidului € are expresia

1 (G_PJ :pLG_P] | (111)
B oV T =const Gp T =const

Unitatea de masurd pentru modulul de elasticitate <8> =1N/m? =1Pa.
Valorile modulului de elasticitate depind de temperatura si presiune.

Aplicatia 1.1. O pompa cu surub este umpluta cu ulei la presiunea
atmosfericd. Sa se determine numarul de rotatii » necesar pentru a crea o
suprapresiune de A p=9,81-106 Pa, daca diametrul este de d =10 mm,
pasul surubului h=Imm, volumul initial V' =400 ml la presiunea
atmosfericd normala. Coeficientul de compresibilitate izotermica a uleiului

este p=4,85-10"1 pa~'.

Solutie

Utilizand definitia coeficientului de compresibilitate izotermica (1.9)
se deduce legatura dintre variatia relativa a volumului sub actiunea variatiei
de presiune

AV
-~ _BAp.
v BAp

2
nd n

Suprapresiunea Ap corespunde micsorarii volumului, —AV =n

Rezultd numarul de rotatii

_4VPAp _4-400-107°-4,85-10"' -9,81-10°

—24.2.
nd?h 3,14-107%.1073

In concluzie, suprapresiunea A p =9,81-10° Pa se realizeaza dupa
24,2 rotatii ale surubului.
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1.2.5. Aderarea la suprafete solide

Aderarea unui fluid la o suprafata solida este un fenomen care se
manifestd prin prezenta fortelor de atractie dintre particulele vecine, ale
unui fluid si ale unui solid in contact, aflate la distante moleculare unele de
altele. Fortele de adeziune depind de natura suprafetei solidului, de
proprietatile fluidului si de temperatura. Aderenta poate fi fizicd, datorata
fortelor de atractie moleculara pentru un fluid in repaus sau in miscare, si
mecanica, datorata fortelor de frecare pentru un fluid in miscare.

1.2.6. Viscozitatea

Viscozitatea este proprietatea fluidelor de a se opune deformatiilor
unghiulare ale particulei fluide, ca rezultat al interactiunii dintre particulele
constituente. Datoritd viscozitatii in suprafata de separatie a straturilor care
se deplaseazd cu viteze diferite, se dezvoltd tensiuni tangentiale.
Interactiunea dintre particulele situate de o parte si de alta a unei suprafete
de separatie se manifesta prin tensiuni normale si tangentiale.

.II.}(’

- placi mobili
¥

le i A I A i P i ]
—

V— AV A

L J

RI ra i P T

placi fixi

Fig. 1.1. Experienta lui Newton.

Fie un fluid aflat intre doua placi plane paralele, situate la distanta 4.
Placa inferioard F este fixd, cea superioara P, se deplaseaza cu viteza

constantd 7. Fluidul poate fi asimilat unei serii de straturi subtiri, de
exemplu in figura 1.1, distanta dintre placi a fost divizatd in 6 straturi.
Efectudnd aceastd experientd, Newton a constatat ca datoritd aderarii la

placa mobila P, stratul 1 se deplaseaza cu viteza V, iar cd dupa un scurt
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interval de timp stratul 2 aflat in vecinatate se pune in miscare cu o viteza

mai micd, ¥ — AV . Fenomenul se datoreste existentei intre straturile 1 si 2

a unui tensiuni tangentiale 7, , care duce la antrenarea in miscare a

stratului 2, aflat la momentul initial in repaus. In mod similar stratul 2
antreneaza stratul 3, in timp ce acesta la rdndul sdu actioneaza asupra
stratului 2, In sensul franarii. S-a constatat ca un strat oarecare de fluid
accelereaza stratul adiacent care are o vitezd mai mica si franeazad pe cel
care are o vitezd mai mare prin intermediul tensiunilor tangentiale.
Fenomenul se manifestda in intregul fluid, pana in stratul 6, a carui viteza
este nuld datoritd aderarii la placa fixa P.

Experienta arata ca valoarea tensiunii tangentiale este proportionala
cu modulul vitezei V', de deplasare a placii superioare si invers
proportionala cu distanta dintre placi,

(1.12)

_V
Tyx_nz

unde m este viscozitatea dinamica (sau coeficientul dinamic de
viscozitate).

Ay
* i + dii
dy 1
1
uly]
4 7 e

Fig.1.2. Schema pentru definirea viscozitdtii dinamice; legea lui Newton.

Generalizand, in miscarea a doua straturi de fluid aflate la o distanta
infinit micd dy care alunecd unul fatd de altul cu viteza relativd du
(fig. 1.2), valoarea tensiunii tangentiale este datd de legea lui Newton
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du
Tyx =na ) (1.13)

Viscozitatea este una dintre proprietatile ce caracterizeaza
comportarea unui fluid sub actiunea unui camp de forte exterioare. Legea
lui Newton (1.13) este legea de comportare cea mai simpla a unui fluid
newtonian in miscare laminara.

In Sistemul International unitatea de masurd pentru viscozitatea

dinamica este (n)=1kg/ (ms)=1Ns/m2 =1Pa-s (kilogram pe metru si

secundd, newton secunda pe metru patrat, pascal secundd). Se mai
utilizeaza si unitatea din sistemul C.G.S., numitd poise, dupa numele

cercetdtorului francez Poiseuille, 1P =0,1 Ns/m? (1 poise).

Fluidele care respecta legea lui Newton se numesc fluide newtoniene.
Fluidele utilizate cel mai frecvent in tehnicd apa, aerul, uleiul sunt fluide
newtoniene. Alte fluide, ca de exemplu vopseaua, nu respecta legea lui

Newton. In figura 1.3 se prezintd variatia t=1(du/dy) pentru un fluid
newtonian si cateva fluide nenewtoniene.

T A

fluid cu wiscozitate structurald

fluid Bingham

T fluid peeudoplastic

flud newtonian

fluid dilatant

» dii
dy

Fig.1.3. Variatia tensiunii tangentiale functie de gradientul vitezei.

Fluidele vdscoplastice curg, daca tensiunea depdseste o anumita
limitd t(y. Fluidele de tip Bingham (de exemplu noroaiele s1 vopselele) se

incadreazd in aceastd categorie. Fluidele pseudoplastice au o orientare
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treptatd a particulelor (suspensii cu celulozd sau carbune). Fluidele
dilatante caracterizeaza comportarea unor suspensii cu continut mare de
faza solida (mortar), caz in care variatia tensiunii tangentiale in functie de
gradientul vitezei nu depinde de timp.

Influenta temperaturii si a presiunii asupra viscozitatii dinamice

S-a constatat ca viscozitatea variaza cu temperatura si presiunea,
diferit pentru lichide si pentru gaze. Explicatia consta 1n structura
moleculard diferitd, marimea viscozitdtii dinamice depinzand in mare
masura de atractia dintre molecule.

La lichide, marirea presiunii conduce la cresterea viscozitatii
dinamice m dupa o lege practic exponentiald, iar cresterea temperaturii
scade fortele de coeziune dintre molecule si prin urmare viscozitatea scade.
La gaze, distantele intermoleculare sunt mari si fortele de coeziune mici. La
cresterea temperaturii, miscarea haoticad a moleculelor devine mai intensa si
impiedica curgerea si viscozitatea dinamica creste.

O altd notiune pentru descrierea viscozitatii este coeficientul
cinematic de viscozitate,

v=", (1.14)

Unitatea de masura a viscozitdtii cinematice este <v> =1m?/s (metru
patrat pe secundd). Se mai utilizeazda i1n sistemul C.G.S,

1St=1cm?/s=10"* m?/s (1 stokes, 1 centimetru patrat pe secunda),
numita astfel dupa numele cercetatorului G. G. Stokes.

Variatia viscozitatii cinematice cu temperatura si presiunea

Deoarece viscozitatea dinamica si densitatea variaza cu presiunea i
temperatura, viscozitatea cinematica trebuie raportatd la o valoare stabilita
a acestor parametri. Influenta presiunii asupra viscozitatii cinematice este
neinsemnata. La cresterea presiunii se Inregistreaza totusi o crestere usoara
a viscozitatii cinematice la lichide si o descrestere nesemnificativd la gaze
reale.

Influenta temperaturii asupra viscozitatii cinematice este importanta.
La cresterea temperaturii se inregistreazd o descrestere a viscozitatii
cinematice pentru lichide si o crestere in cazul gazelor.
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Fig.1.4. Variatia viscozitatii cinematice cu temperatura.

In figura 1.4 este reprezentata variatia viscozitatii cinematice pentru
unele fluide: apa, aer, ulei de masina.

1.2.7. Conductia termica

Transmiterea cdldurii se realizeaza prin conductie, convectie §i
radiatie. Conductia consta in propagarea cdldurii in interiorul unui fluid
datorita transferului de energie prin ciocniri intre particulele elementare
vecine, din aproape 1n aproape, in toatd masa fluidului.

Fie un fluid in repaus, aflat intre doua placi plane paralele situate la
distanta % , suficient de micd pentru a nu exista curenti de convectie
termica. Placa inferioarda are temperatura 77, placa superioarda temperatura

T, (fig. 1.5). Experimental se constata cd fluidul aflat in contact cu o placa
are aceeasi temperatura cu placa. Dupd un interval de timp suficient de
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mare existd o repartitie liniard a temperaturii fluidului aflat intre cele doua
placi, deoarece caldura se transmite de la placa superioara mai calda, la cea
inferioard mai rece. La distanta y de placa inferioard, temperatura 7 a
fluidului se poate deduce din expresia

I=h_y. (1.15)
T,—-T, h

Altfel spus, gradientul temperaturii pe directia normala la placa este
constant, rezultat ce poate fi generalizat.

T-
l-"./'.-fz/ff// e P T T ]
n-7
h T-T,

|

| T

= e e P, |

i

Fig.1.5. Variatia temperaturii in fluid datorita conductiei termice.

Fluxul termic este cantitatea de caldura care trece printr-o suprafata
cu temperaturd constantd in unitatea de timp. Densitatea fluxului termic ¢
se defineste ca fiind fluxul termic care trece prin unitatea de arie a unei
suprafete izoterme. Densitatea fluxului de caldurd respectd legea [ui
Fourier

o=24L (1.16)

dy

unde A este conductibilitatea termica. Semnul minus ardta ca sensul de
transport al caldurii este in sensul descrescator al temperaturii. Unitatea de

e w0

1.2.8. Difuzia masica

Difuzia masica consta in deplasarea unui ansamblu de particule sub
influenta unui gradient de concentratie, pand la stabilirea unei concentratii
uniforme in toate punctele si are loc In cazul unui amestec fluid, format din
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mai multe componente. In cazul a doua fluide cu concentratii diferite, chiar
si in absenta oricarui curent si la temperaturd constanta, are loc un transport
din punctele de concentratie ridicatd catre punctele de concentratie mai
mica. Fenomenul este numit difuzie naturala.

Densitatea fluxului de cantitate de substanta printr-un element de
suprafatd dS care separd doua straturi de fluid de concentratii C +dC si C
aflate la distanta dy se determind cu legea lui Fick

J=-p3¢ (1.17)

dy

unde D este difuzivitatea moleculard la presiunea si temperatura din

: g . dC . A

centrul elementului de suprafatd dS si rn este gradientul concentratiei n
Y

directia normalei la elementul dS. Semnul minus aratda ca difuzia se

realizeaza in sensul concentratiilor descrescatoare. Unitatea de masura a

difuzitatii este <D> =1m?/s (metru patrat pe secunda).
1.2.9. Tensiunea superficiala

La suprafata de contact dintre doud lichide nemiscibile sau dintre un
lichid si un gaz apar o serie de fenomene datorate fortelor de atractie dintre
particule. In interiorul lichidului aceste forte se anuleazi reciproc, dar in
apropierea suprafetei de contact, moleculele sunt atrase cu forte moleculare
diferite pe cele doua parti ale suprafetei. Datoritd dezechilibrului aparut,
suprafata de contact isi modifica forma. (fig. 1.6). Deoarece pentru
deformarea acestei suprafete se consuma un lucru mecanic, rezultd ca
lichidul are o energie potentiala superficiald proportionala cu aria suprafetei
de separatie. Pentru suprafata de separatie dintre un lichid si un gaz, starea
de echilibru a sistemului, corespunzatoare unui minim al energiei
potentiale, este atinsd cand suprafata libera este minima. Se explicd astfel
forma sferica a picaturilor de apa, sfera fiind corpul geometric de suprafata
minima pentru un volum dat.

Tensiunea superficiald o a unui lichid este definita prin forta care
se exercita tangential la suprafata, pe unitatea de lungime de pe suprafata
lichidului si provine din interactiunea dintre moleculele de fluid din stratul
superficial i moleculele de fluid din interiorul lichidului

6= lim AF : (1.18)
Al—0 Al
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Tensiunea superficiala ¢ se masoara in <G> =1N/m=1J/m? (newton pe

metru sau joule pe metru patrat).

Aer

T

Fig. 1.6. Tensiunea superficiald datorata atractiei moleculare.

il[ K]

Pe frontiera lichid-gaz, diferenta dintre presiunile exercitate pe
aceasta intr-un punct dat se poate determina cu legea lui Laplace

p—po=c[i+i}, (1.19)

n n

unde p - presiunea lichidului, p, - presiunea gazului, ¢ - tensiunea
superficiala a lichidului fatd de gazul considerat, iar | s1 r, - razele

principale de curbura ale interfetei, In punctul dat.
In cazul in care se calculeaza tensiunea superficiald pe frontiera

dintre doua lichide imiscibile, valoarea lui p din relatia (1.19) reprezinta
presiunea lichidului mai dens, iar p,, presiunea lichidului cu densitate mai

mica.

G132

1 2

Gy . C513
7777 TV

Fig. 1.7. Tensiunea superficiala la contactul dintre doua fluide
si o suprafata solida.
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Daca se considera trei corpuri, de exemplu un lichid 1 si un gaz 2 in
contact cu un solid 3, se constata ca suprafata de separatie a fluidelor face
cu peretele solid un unghi a (fig. 1.7). Se noteaza tensiunea superficiala
dintre fluidele 1 $1 2 cu 6, , dintre lichidul 1 si peretele solid cu o5 si

dintre gazul 2 si peretele solid cu G ,3. Conditia de echilibru este

0,12 COSA=Cyr3 — O 3. (1.20)

< : T . 5
Dacd 693 — 0,3 <0, unghiul a >5 s1 se spune cd peretele nu este udat

g4 . : T .
de lichid. In cazul in care o ,3 — 0 3 >0, unghiul a< 5 s1 peretele este

udat de lichid. Daca are loc inegalitatea 6,3 — G413 > G415, €cuatia (1.20)

nu este satisfacuta, echilibrul este imposibil si lichidul se intinde pe toata
suprafata peretelui.

1.2.10. Fenomene capilare

Capilaritatea reprezinta ansamblul de fenomene la contactul dintre
trei corpuri: un solid si doud fluide. Fenomenele capilare se manifesta prin
abateri de la principiul orizontalitdtii suprafetei libere a lichidului si aparitia
unei diferente de cotd 4 1intre nivelul liber al lichidului aflat intr-un tub
capilar (de diametru foarte mic) si nivelul liber al lichidului exterior.

Astfel, in tuburile capilare, se constatda o ascensiune a lichidului in
tub fatd de suprafata liberd in cazul lichidului care uda tubul cu formarea
unui menisc concav si o coborare pentru un lichid care nu uda tubul cu
formare unui menisc convex (fig.1.8). Faptul cd lichidul uda sau nu
peretele vasului depinde de natura lichidului si a peretelui.

Determinarea pe cale exactd a diferentei 4 intre nivelul initial al
lichidului si cel atins dupa manifestarea fenomenului de capilaritate este
complicatd. Legea lui Jurin permite calculul aproximativ al acestei
diferente de nivel

h=20cosoc, (1.21)

prg

unde G este tensiunea superficiald a lichidului fata de perete, o - unghiul
de racordare a meniscului la suprafata peretelui, p - densitatea lichidului,

r=d/2 - raza tubului si g - acceleratia gravitationala.
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— ] —»
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| =7 .
hd . - ™ F
Apd Mercur < h
5’
a) lichid care uda tubul (apd) b) lichid care nu uda tubul (mercur)

Fig. 1.8. Fenomenul de capilaritate intr-un tub.

1.2.11. Absorbtia si degajarea gazelor

Absorbtia este un fenomen in care gazele ce alcatuiesc faza
absorbata patrund prin difuzie in masa unui lichid (faza absorbanta) prin
suprafata de separatie dintre cele doua faze. Absorbtia poate fi crescutd prin
cresterea presiunii.

Fenomenul se produce dacda concentratia componentelor fazei
absorbate 1n stare gazoasd este mai mare decadt cea corespunzatoare
echilibrului fata de faza absorbanta cu care este pusd in contact la presiune
si temperaturd datd. Coeficientul de absorbtie o. reprezinta volumul de gaz
dizolvat in unitatea de volum lichid in conditii precizate de presiune si
temperatura.

Procesul invers, de evacuare a gazelor dizolvate, se numeste
degajarea gazelor sau desorbtie.

1.2.12. Cavitatia

Limita fizica a presiunii minime intr-un curent lichid este presiunea
vaporilor saturati p,,, la temperatura de lucru. Cand intr-un punct oarecare

de pe traseul curentului de fluid presiunea atinge aceastd valoare se
formeaza in punctul respectiv o punga umpluta cu vapori si gaze. Cavitatea
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fiind antrenatd de curent in zone unde presiunea este mai mare decat p,,

vaporii se condenseaza brusc, ceea ce duce la implozia violenta a bulelor
formate. Fenomenul poartd numele de cavitatie si se poate defini ca
procesul de formare si surpare a unor cavitati intr-un curent lichid.

Functionarea in regim de cavitatie a masinilor hidraulice are efecte
indezirabile: caderea curbelor caracteristice, distrugeri ale materialului,
vibratii §1 zgomote caracteristice. Aparitia cavitatiei este posibila, deoarece
lichidele contin bule microscopice de gaz, denumite nuclee sau germeni de
cavitatie. In punctele in care presiunca scade pani la valoarea critica,
nucleele 1s1 maresc rapid volumul, transformindu-se in cavitdti. Acestea
sunt antrenate cdtre zonele de presiune crescuta, unde vaporii din interior se
condenseaza, iar bulele 1si micsoreaza brusc volumul. Are loc fenomenul
de implozie. Presiunea creata se transmite de la bula la peretele solid care
ghideaza curentul, fie direct, fie sub forma unei unde de soc ce strabate
perna de lichid interpus. Apar solicitari extrem de puternice asupra
conturului solid ce pot depasi rezistenta admisibila a tuturor materialelor
tehnice cunoscute.

Cavitatia este un proces deosebit de complex, cuprinzind pe langa
fenomenele mecanice descrise si fenomene termice, chimice si electrice.
Fenomenele termice se traduc prin generarea de caldura datoritd
comprimarii gazului continut in buld si transformarea in caldurd a lucrului
mecanic de deformare a materialului asupra caruia actioneaza unda de soc.
Fenomenele chimice ce apar in procesul surpdrii bulei creeaza diferite
substante, multe din ele corozive. De exemplu, in cazul in care se lucreaza
cu apa potabila obisnuitd se produce disocierea vaporilor de apa si se obtine
peroxid de hidrogen. Din punct de vedere electric, fenomenul de cavitatie
se traduce prin aparitia unor diferente de potential. Sub actiunea campului
electric apare fenomenul de ionizare, gazul din interiorul bulei cavitationale
devenind un bun conducator de electricitate, ludnd nastere o descarcare
electrica.

Fenomenul de cavitatie poate fi evitat printr-o proiectare si
exploatare 1ingrijitd. Alierea otelurilor ridicd rezistenta acestora la
distrugerea prin cavitatie. Otelurile inalt aliate cu 12...14% Cr, cu sau fara
adaos de nichel si o structurd martensitica si otelurile inoxidabile austenico-
feritice avand 20% Cr si 8% Ni rezistd bine la cavitatie, acestea fiind
materialele din care se confectioneaza palele turbinelor hidraulice.
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Capitolul 2

PRINCIPIILE GENERALE ALE
MECANICII FLUIDELOR

2.1. Forte si tensiuni in fluide

Dintr-un domeniu fluid se separa un subdomeniu. Fortele care
actioneaza asupra corpului fluid astfel format se pot grupa in doua
categorii: forte interioare si forte exterioare.

Fortele interioare sunt egale si de sens contrar doud cate doua, astfel
incat formeaza un sistem echivalent cu zero. Se deosebesc: forfe masice
interioare ce provin din interactiunea elementelor materiale care compun
mediul continuu considerat (de exemplu, atractia newtoniand dintre
particule) si forte superficiale interioare ce provin din tensiunile interioare
de coeziune.

La randul lor si fortele exterioare pot fi clasificate in forte masice si
forte superficiale.

Fortele masice exterioare provin din prezenta mediilor materiale
exterioare mediului fluid considerat (de exemplu fortele de natura
electromagnetica, forta gravitationald). Aceste forte sunt de ordinul de

marime al masei corpului fluid si se noteazd cu F),. Vectorul
_dFy

dm

Fj{ [N/kg] reprezinta forta masica exterioard pe unitatea de masa

si depinde de vectorul de pozitie 7 al centrului de masa al particulei fluide
si de timpul £, F, (rt).
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Fortele superficiale exterioare E provin din contactul suprafetelor

de separare dintre corpul fluid si alte medii (restul domeniului fluid, alte
fluide, pereti solizi).
Fie un punct M situat pe suprafata de contact S(t) a corpului fluid

cu alt mediu si un element de arie do in jurul acestui punct. Actiunea
mediului exterior corpului fluid asupra elementului de arie este datda de o

forta ng =Tdo. Vectorul T depinde de pozitia punctului M identificatd

prin vectorul de poz1tle r, de orientarea suprafatei do prec1zata de directia

normalei exterioare n si de timpul ¢ (fig. 2.1). Notand cu n normala
exterioara, tensiunea pe suprafata exterioarda are expresia

T:T(}’, n, t). 2.1)

o

Fig. 2.1. Tensiunea pe suprafata exterioard corpului fluid.

Analog se defineste si tensiunea pe suprafata interioara.
Fie acum, punctul M situat in interiorul corpului fluid, § (t) 0

suprafata ce contine acest punct si separd corpul in doud domenii D, (t) si
D, () si do un element de suprafata in jurul punctului M pe S(7). Mediul
material care ocupd domeniul D, (t) actioneaza asupra mediului material
care ocupa domeniul Dl(t) cu care se gaseste in contact printr-o forta
Tdo. La randul siu, mediul material din domeniul D(¢) actioneaza

asupra mediului material din D, (t) pe aceeasi portiune de suprafata cu o
forta opusa (fig. 2.2). Conform principiului actiunii §i reactiunii
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T(?, —n, t)dc =—T(?, n, t)dc. (2.2)

Fig. 2.2. Starea de tensiune Intr-un fluid.

Tensiunea in punctul M (r), se poate descompune intr-o

componenta normala si una tangentiala,
Tr=T,+T, . (2.3)

Tensiunea normala se defineste ca

—_—

T,=(nT)n=T,n. (2.4)
Conform conventiei normalei exterioare, daca T si n sunt dirijati de
aceeasl parte a suprafetei, modulul 7, =nT este pozitiv §i se spune ca

fluidul suferd o tensiune, iar daca 7, este negativ, fluidul suferda o
compresiune.
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Pentru un fluid nevascos, fie in miscare, fie in repaus, $i pentru un
fluid vascos in repaus, tensiunea de suprafata este

—- -

T(r, n,t)z—p(;,t)ﬁ , (2.5)

scalarul p fiind presiunea.
Tensiunea tangentiald 7, , numitd si tensiune de alunecare sau de
forfecare, apare numai in cazul unui fluid vascos n miscare.

2.2. Principiile generale ale mecanicii aplicate unui
corp fluid

Principiile de miscare a mediilor continue, in general, si a fluidelor in
particular sunt principii ale mecanicii newtoniene. Aceste principii sunt:
principiul conservarii masei, principiul variatiei impulsului, principiul
variatiel momentului cinetic.

Fie un corp fluid arbitrar. La momentul ¢, acesta ocupd domeniul
A(t) de frontiera X(¢). Se presupune cd domeniul A(z) indeplineste

conditiile de aplicare a transformarii lui Gauss-Ostrogradski.

Principiul conservarii masei
Masa oricarui corp fluid ramdne constanta in timp,

dm

EzO, (2.6)
asadar

%J-”pdr=0. (2.7)

A(7)
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Principiul variatiei impulsului
Derivata impulsului H a corpului fluid, in raport cu timpul, este

egala cu rezultanta R a fortelor exterioare care actioneaza asupra
acestuia,

dH -
= _R. 2.8
P (2.8)

Rezultanta R este suma dintre rezultanta fortelor masice exterioare,
Mme dt, si rezultanta fortelor superficiale exterioare, H T'do. Asadar,
A(t) 2(7)

principiul variatiei impulsului se scrie sub forma

L (o7 ar= [[[oFy dr+ [[7 do. (2.9)
dr ) A(Y) £(1)

Principiul variatiei momentului cinetic
Derivata momentului cinetic K al corpului fluid fata de polul O, in

raport cu timpul, este egala cu momentul rezultant M al fortelor
exterioare fata de acel pol,

dK, ~——
—0 _ M, . 2.10
& 0 (2.10)

Principiul variatiei momentului cinetic are expresia
E([[(rxo¥)ax= [[[rxpFyde+ [[rxTdo, @.11)
9 &) A(7) =(¢)

unde 7 este vectorul de pozitie fata de polul O (originea sistemului de
axe).

Principiul variatiei energiei
Variatia energiei totale a unui sistem in raport cu timpul este egala
cu suma dintre puterea mecanica a fortelor exterioare (lucru mecanic in
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unitatea de timp) si puterea termica (cantitatea de caldura schimbata cu
exteriorul in unitatea de timp),

dE 3L 3Q _
dt dr dt

P+®, (2.12)

unde 6L — lucrul mecanic elementar, 8@ — cantitatea elementard de
caldura schimbata cu exteriorul, P - puterea mecanica a fortelor exterioare,
@ - puterea termica (fluxul termic). Simbolul & marcheaza faptul ca
8L s1 6Q nu sunt diferentiale totale.

Energia totala E este formatd din energia internd E; si energia
cineticd E,. a sistemului,

E=El.+Ec=mpedwlmpr/zdr, (2.13)
0 2 Al

unde, e reprezinta energia internd masica.
Puterea mecanicd P a fortelor exterioare este prin definitie

P=2E_ [[[o(Fy V) ax+ [[(T7)do. (.14
G =0

Ca si 1n cazul fortelor se face distinctie intre cantitatea de cdldura
distribuita in interior 6@, datoritd fenomenului de radiatie (actiune la

distantd) si cantitatea de caldura de contact 6Q, datoritd fenomenului de
conductie,

5Q=5Q, +5Q, (2.15)

Raportand aceste cantitati la timp se obtine puterea termica (fluxul termic)

d3Q d8Q,; 3Q.
o=2%_0% 9% _ fff . qri ([ odo, (2.16)
& dr AI({{ " Z(Itj)

unde r este puterea termica radiantd pe unitatea de masa si ¢ reprezinta

densitatea de flux termic (raportul dintre fluxul termic care trece printr-o
suprafatd izoterma si aria acestei suprafete).
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Principiul variatiei energiei (primul principiu a termodinamicii), se
scrie

& {lfp( e+ 372 Jax= [[[o(Fa 7+ r)ass [[(77 +0)do.
A() A1) x(1)
(2.17)

Uneori, acest principiu se numeste ecuatia de conservare a energiei.

2.3. Tensorul tensiunilor

Se raporteazd miscarea la sistemul de coordonate (Ox; x, x3). Fie

i; versorul axei Ox ;. Tensiunea in punctul M, situat pe o suprafata a carei

normali este ﬁ(M )=i ;> se noteazd cu
T;(M,t)=T(M,i;,t). (2.18)

Proiectiile vectorului Z (M,t) pe axele Ox; se noteaza cu
T (M ,t). Primul indice indica directia normalei suprafetei, iar al doilea

indice aratd directia dupa care se face proiectia. Marimile cu indici identici
reprezintd tensiuni normale, iar cei cu indici diferiti reprezintd tensiuni
tangentiale.

Cele noud elemente 7 (M, t) alcatuiesc o matrice patraticd care se

numeste matricea asociata tensorului tensiunilor. Elementele sale sunt
=
coordonatele tensorului tensiunilor T . Se identifica tensorul tensiunilor cu

matricea asociata,

~ | T T3
T= T21 T22 T23 . (219)
I3y T3 T3z
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Teorema urmatoare face legdtura intre tensorul tensiunilor si vectorul
tensiune.

Teorema lui Cauchy.
Fie o suprafata de normala n trecdnd prin punctul M fixat. Atunci

(2.20)

—_ —

unde 7 ; sunt cosinusii directori ai normalei n, n j=ni;.

Demonstratie
Fie un corp fluid care la momentul ¢ ocupa domeniul A(z), care este

un tetraedru elementar a carui varfuri sunt punctele M, M, M,, M;
(fig.2.3). Se noteazd cu €/; distantele MM ;. Se considerd parametrul mic

£>0 si segmentele MM ; (j=1,2,3) paralele la axele de coordonate.

Directia normalei n(n;,n,,n3) la planul M, M, Mj dirijata spre exterior
este independentd de parametrul «.

Fig. 2.3. Elementul de fluid de forma unui tetraedru elementar.

Suprafetele laterale ale tetraedrului, adicd proiectiile suprafetei
M, M, M5 pe planele de coordonate, au ariile
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d01=%ZZZ382, d02=%l31182, dc3=%111282. (2.21)

Legatura dintre ariile do; si aria do a triunghiului MM, M3 este datd de

relatiile
do; =n;do (j=12,3), (2.22)
in care
_ 2 2 2
do = \/dcsl +do; +do3 , (2.23)

iar n; sunt cosinusii directori ai normalei 7 la suprafata MM, M.
Daca lungimea unei laturi este de ordinul €, atunci aria oricarui
triunghi care reprezintd suprafetele laterale ale tetraedrului este de ordinul

&’ , 1ar volumul tetraedrului este de ordinul 83,

dr = éé L. (2.24)

Ecuatia impulsului (2.9) aplicatd tetraedrului elementar care ocupa
domeniul A(t) se scrie

impfch: mpfmdw ﬁ Tdo. (2.25)
50 A(r) M MMMy

Proiectand relatia (2.25) pe axele de coordonate Ox; se obtine

.“.”pai dr= IJ.J.mei dt+ J._[ T,do+ J‘J. T5,do +
A@) A7)

MMM, MMM, (2.26)

+ ” I;;do + J.J. Ti(M,—;z,t)dcs
MMM, MM, M,

Se tine seama ca,
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T

l

(M, —n, t) =-T, (M, n, z). (2.27)

Aplicandu-se teorema mediei la fiecare integrala se obtine

[(Pai)Mi —(PFmi)M_ }dr:

=le( )dcsl +T21( )d02 +T31( )dcs3 (Mlp,ﬁ,t)dc.
(2.28)

S-a notat cu M; punctul de medie pentru integrala de volum, cu
Ml-l,Ml-z,Ml-3 punctele de medie pentru integralele de suprafata

corespunzatoare fetelor laterale ale tetraedrului si cu M Z-O punctul de medie
de pe suprafata MM, M.

Se divid termenii relatiei (2.28) cu do si se trece la limita pentru
€ > 0. Rezulta

lim|:(pal~) —(0Fpi) ]dt 0. (2.29)

g0 do

Cand € - 0, punctele M; , M l~1, M i2 M 1'3 M l-o tind spre M. Din expresia

lim [Th (M), )+ Ty (M, )y + T3y (M7, ) = T3 (M, m, t)} =0

e—0
(2.30)
se obtine
R 3
J;(M, n, t): > T (M, t)n;, 2.31)
Jj=1
unde

Semnificatia teoremei [ui Cauchy este: pentru determinarea
tensiunilor in punctul M, corespunzatoare unei directii n este necesar sa se
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cunoasca tensiunile care se exercitd iIn M pe directiile paralele axelor de
coordonate. Relatia (2.31) conduce la relatiile

N =T ym +Ty1ny + 13103,
To =Tiym +Topm +Tipns (2.33)

I3 =Ti3m +Thzny +Tx3nz .

Rezulta ca vectorii 7; sunt functii liniare de ny,n, si ng, coeficientii T

fiind componentele tensorului tensiunilor.

2.4. Simetria tensorului tensiunilor

Plecand de la proiectia expresiei vectoriale a teoremei momentului
cinetic pe cele trei axe Ox;, ale tetraedrului elementar se poate demonstra

ca tensorul tensiunilor este simetric, ceea ce Inseamna ca din cele noua
componente ale tensorului tensiunilor numai sase sunt distincte.

Se considera un element fluid de forma unui tetraedru elementar
MMM, M5. Fie G, G,, Gy, G centrele de greutate ale fetelor M M, M5,

MMMy, MM\M,, MMM si 1 =MG,, rn=MG,, r,=MG; |,
r=MG vectorii de pozitie fatd de punctul M (fig. 2.4). Conform ecuatiei
momentului cinetic fatd de punctul M, neglijand momentele fortelor

proportionale cu volumul elementului, se scrie
i xTdoy +r, x Ty doy + 1, x lydoy —rx T, do=0. (2.34)
Tinand seama de relatia do; =n;do ( Jj=12,3) rezultd

— —_—

rxTn=(171xfl)nl+(gx]72)n2 +(g><773)n3. (2.35)
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Fig. 2.4. Tensiunile si vectorii de pozitie.

Conform teoremei lui Cauchy, tensiunea normalad suprafeteir M | M,M;

este

Ti=mT+mT +mTy . (2.36)
Se obtine

;xﬁz(;xﬁnl+(;x7§)n2 +(;xf3)n3. (2.37)

Din egalarea relatiilor (2.35) si (2.37) se deduce
(r=m)x Ty +(r=r)xTyny +(r =) x Tyn3 = 0. (2.38)

Deoarece punctele Gy, G,, G; sunt proiectiile centrului de greutate G pe
fetele tetraedrului, atunci

r—n =x1i1, I"—l"2=.X'2i2, V—V3=X3i3 (239)

si rezulta

xlaxﬁnl+ngxgn2+x3gxﬁn3=O. (2.40)
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Planul determinat de Gj,G, si1 G5 este paralel cu planul MM, M;,
iar normala la planul M,M,M; este normala si la planul G;G,Gj5; se pot
scrie egalitatile

rln=r2n=r3n:(r—xlil)nz(r—xziz)n=(r—x3i3)n:

o o L (2.41)
X{QNn=Xylh N=X3i3Nn = X[l =XyHy = X373
si rezulta
i x T +iyx Ty +i3x T3=0, (2.42)
adica
Zx(T11n7+T21@+T31%)+E><(T12n_{+T22@+T32%)+ (243)
2.43

+l§><(T13’71+T23@+T33a)=0

Insa mlliy mnylli, nzlliz, sistemul de coordonate Ox; x,x; este
ortogonal si prin urmare

Tz +T315+T12(—l§) + Ty +T13(—£)+T23 (—ZI) =0. (2.44)
Se deduc egalitatile

Ty =Ty, Ti3=T3, Ip3=T3. (2.45)
Sub o forma mai compacta relatiile precedente pot fi scrise sub forma

T

i = Tjj

1 (2.46)

In concluzie, starea de tensiune intr-un fluid in repaus este
caracterizatd prin sase componente, trei tensiuni normale 7;, 755, 33 sl trei

tangentiale 7y, =75y, T3 =131, Tp3=Tx;.
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2.5. Presiunea statica

Intr-un fluid in repaus nu se pot crea si nici prelua tensiuni
tangentiale. Daca ar exista tensiuni tangentiale, acestea ar duce la
deplasarea particulei, ceea ce contravine ipotezei de repaus a fluidului, prin
urmare

N =13=0, Ti3=15=0, Tp3=T3=0. (2.47)
Vectorul tensiune este in acest caz coliniar cu normala la suprafata,
Ti=Tym, T,=Typny, T3=Tyns . (2.48)

Tensiunile normale sunt de compresiune. In cazul in care aceasti
ipoteza nu ar fi adevarata, vectorul tensiune ar tinde sa rupa fluidul din
interiorul suprafetei de control, ceea ce ar crea goluri si contravine ipotezei
continuitdtii mediului. Deoarece suprafata M;M,M; pentru care s-a

demonstrat teorema lui Cauchy a fost arbitrar aleasd, intensitatea
tensiunilor este constanta intr-un punct. Valoarea tensiunilor normale este

N =Ty =Ts=-p. (2.49)

Mirimea p se numeste presiune statica $i este un scalar.
Starea de tensiune intr-un fluid in repaus este descrisd prin matricea
asociatd tensorului tensiunilor

-p 0 O

j—

r'=0 -p 0. (2.50)
0O 0 —-p

Intr-un fluid existd un cAmp scalar al presiunilor p = p(;,t). La un

fluid In migcare, presiunea staticd reprezinta valorile functiei p = p(r,t) in
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toate punctele fluidului in miscare, adica presiunea care s-ar exercita pe o
suprafatd imobild in raport cu fluidul.
Unitatea de masura a presiunii este pascalul (Pa)

2
(p)=1N/m~=1Pa. (2.51)
Unitati de masura ale presiunii.
Corespondenta| N/m’ dyn/cm’ kgf/cm® At Torr bar Im H,0
unititilor de Pa  |((barye; pbar) at (ata) mm Hg
masura
2_
I N/m’=1 Pa ! 10 1,01972-107° [ 9,869-107° | 7,501-1073 | 107 |1,01972-107*
2
1 dyn/cm 107! ! 1,01972-107° [ 9,869-107 | 7,501-107* | 10°  |1,01972-107
(barye; pbar)
2__
1 kgf/cm =] at 9,8066~104 9,8066-105 1 0,968 735,559 0,981066 10
1At=760 torr | 101325 | 1013250 1,03323 1 760 1,01325 10,3323
1 Torr 133,322 133322 |1135051.107 | 1.316.10° 1 133322.10-3 00135951
(1 mm Hg)
1 bar 10° 106 1,01972 0,98769 750,062 1 10,1972
ImH,0  {9.3066-10%| 9.8066-10* 0.1 0,0968 73,556 | 0,0981066 1

Tabelul 2.1.

In tehnica se utilizeazi si alte unititi de masura. In tabelul 2.1 sunt
prezentate cateva dintre cele mai frecvent intdlnite si corespondenta dintre
ele.

2.6. Ecuatiile lui Cauchy

Ecuatiile se deduc din teorema lui Cauchy scrisd sub forma

3
vectoriala T(M ., t) = Z Z (M, t)n ; sireprezinta o forma particulard a
j=1
teoremei impulsului. Se utilizeaza formula lui Gauss-Ostrogradski, pentru a
transforma integrala pe suprafata X() intr-o integrald de volum pe

domeniul A(?)
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ﬂZT” do = JHZ—dr : (2.52)

Conform teoremei transportului (4.25), care se va demonstra ulterior
(subcap. 4.3.1), pentru ¥}, =0 are loc egalitatea

d — d/ =
— ||pV dt= ||| —|pV |dr. (2.53)
Inlocuind in teorema impulsului (2.9) se poate scrie

(422w v eso

Jlx

Deoarece domeniul A(t) este un domeniu arbitrar a lui D(¢), functia care

figureaza sub semnul integralei este identic nula in orice punct al lui D(¢) si
rezultd

—>

3
T
g = (2.55)

—

ﬂdV_
a= =

1
dt p

unde a este acceleratia, V' - viteza, F,, - forta masicd exterioard pe unitatea

de masa si T] - tensiunile corespunzatoare directiei z ,cu j=1,2,3.

Relatia (2.55) reprezinta ecuatia lui Cauchy. Prin proiectia acestei ecuatii
pe axele de coordonate, se obtin ecuatiile lui Cauchy sub forma indiciala,

3 0T,

a;=F,; +1Z L (i=1,2,3). (2.56)
p T Ox;
j=1 7

Relatiile (2.55), (2.56) sunt valabile pentru orice mediu continuu si
deformabil in miscare.
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2.7. Metode de reprezentare a miscarii: metoda lui
Lagrange si metoda lui Euler

Existda in general, douda moduri de a descrie miscarea mediilor
continue: o descriere lagrageana si o descriere euleriana.

Metoda lui Lagrange

Pentru a descrie migcarea unui mediu continuu prin aceastd metoda
trebuie sd se cunoascad miscarea tuturor particulelor sale. Miscarea
particulei este data de succesiunea pozitiilor ocupate de particula fluida.

Fie o particuld materiala M care la momentul initial f, are

coordonatele (a,b,c). La momentul ¢, aceeasi particuld are coordonatele

(x, v, z) care sunt functii de timpul ¢ side q, b,c.

—

r=;(a,b, c,t). (2.57)

Acest mod de descriere a miscarii, urmarind particulele fluide pe
traiectoriile lor, defineste metoda lui Lagrange. Coordonatele initiale
a,b,c s1 timpul ¢ sunt variabilele lui Lagrange.

Traiectoria unei particule individualizate prin coordonatele initiale
este data de ecuatiile vectoriale (2.57) sau de ecuatiile

x=x(a,b,c,t), y=y(a,b, c,t), Z=Z(a,b,c,t). (2.58)
La momentul initial #, relatiile precedente se scriu sub forma
x(a,b,c,to)=a, y(a,b, c,to)=b, Z(a,b, c,t0)=c. (2.59)

Viteza particulei fluide individualizate prin vectorul sau de pozitie la
momentul ¢y, ry=ai+bj+ck,este

—

I7=%(a, bo,t) . (2.60)
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Componentele vitezei au expresiile

ox oy oz

U=—, v=—-—, w=— . (2.61)
ot ot ot
Acceleratiile au expresia vectoriala
- P
a=—=—a,b,c,t), (2.62)
Pl )
componentele pe cele trei directii fiind
0% x 0° y 0%z
a,=—— , a,=—— , a,=——. (2.63)
toa? Yoot T

Metoda lui Lagrange este utilizatd mai rar In Mecanica fluidelor,
deoarece, in general, pozitiile initiale ale particulelor nu joacd un rol
important. Metoda lui Lagrange se aplica, insa, cu succes, de exemplu in
studiul miscarii particulelor fluide individualizate sau al problemelor de
propagare a undelor.

Metoda lui Euler

Metoda lui Euler descrie miscarea fluidelor prin specificarea
parametrilor particulelor fluide care trec in timp prin punctele unui
domeniu fixat. Avantajul principal al acestei metode il constitue fixarea
atentiei asupra campurilor din domeniul de curgere: campul densitatii

pzp(;,t), campul presiunii p=p(;, t), campul vitezei V=V(17, t) si
campul temperaturilor 7 =T (17, t). Utilizarea teoriei campurilor, ca aparat

matematic face ca metoda lui Euler sa fie larg folosita in studiul miscarilor
fluidelor.

Cdampul vitezelor la un moment t pentru un punct de coordonate
(x, v, z) este dat de relatia vectoriald

V= I7(x, v, Z, t) (2.64)

sau, in proiectie pe axele de coordonate, de relatiile
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u =u(x, v, Z,t), v=v(x, v, Z, t), w= w(x, v, Z, t). (2.65)

O notiune specificd in Mecanica Fluidelor este derivata totala (sau
substantiald sau materiala).

Fie X(r,t) un camp ce descrie o proprietate a particulelor fluide,
cum este densitatea sau viteza. Pentru a aprecia variatia in timp a

proprietatii ce caracterizeaza particula fluida care la momentul ¢ se gaseste
in punctul de coordonate (x, v, z), se noteazd cu x'=x+dx, y'=y+dy,

z'=z+dz, coordonatele aceleasi particule fluide la momentul ¢'=¢+d¢ .
Prin definitie derivata totald este

dy . x(x+dx, y+dy,z+dz, t +dt) —y(x, y,z,t)
dt  di—0 ds '

(2.66)

Dezvoltand in serie Taylor si pastrand numai termenii infinit mici de
ordinul I rezulta ca

x(x+dx,y+dy, z+dz, t +dr) =
2.67
=X(x,y,z,t)+%dx+a—xdy+a—xdz+8—xdt. (2.67)
ox oy Oz ot

Identitatea particulei este definitd prin coordonatele sale Lagrange a, b, c.
In cazul in care acestea sunt fixate, derivatele partiale din relatia (2.61) pot
fi inlocuite astfel

«_, Y_, _ (2.68)
dr dt

Pl

b

Se obtine expresia derivatei totale a cAmpului ¥ (x, y, z, ¢),

de_ oy, on,,on 0 (2.69)
de ot ox Oy 0z

Principala aplicatie a derivatei totale este determinarea campurilor
acceleratiilor.
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Cdampul acceleratiilor este ilustrat de relatiile

du ou Ou Ou ou
a,=—=—+u—+v—-+

de ot ox Oy 0z
g v, v (2.70)
Yoodt ot ox oy oz

a, w
de ot ox oy 0z

sau, sub forma vectoriala,

AN,
a=E=E+(Vgrad)V. (271)

Se observa ca derivata totala a vitezei este alcatuitd din doua

—

. oV e
componente: componenta localad 6_ care reprezinta variatia in timp a
t

vitezelor particulelor fluide ce trec prin punctul fixat de coordonate
(x,y,z) si componenta convectivd (17 grad)l7 care reprezintd variatia

vitezel la un momentul ¢ fixat, tindind seama ca in diferite puncte ale
spatiului vitezele sunt diferite.

2.8. Deformarea particulei fluide

Miscarea unei particule fluide se compune dintr-o translatie, o rotatie
si 0 deformare liniara si unghiulara.

2.8.1. Determinarea campului vitezelor

Se considera o particula de fluid in miscare. Un punct oarecare
M (x,y,z) situat in interiorul acestuia este luat drept pol. Fie

M '(x +8x, y + 8y, z+ 8z) un punct infinit vecin. Viteza la momentul 7 in



50 MECANICA FLUIDELOR . BAZELE TEORETICE

punctul M (x,y,z) este I_/(;,t) de componente u,v,w, iar in punctul

invecinat M '(x +0x, Yy + 0y, z+ 62) la acelasi moment ¢, viteza este

V=V (r+8r)=V(x+8x, y+8y,z+82,)=

B 7 7 - (2.72)
=V(x,y,z,t)+8V6x+aV8y+aV62
ox oy 0z
Componentele vitezei pe cele trei directii sunt
u' —u+a—u8x+a—u8y+a—u52 ,
ox oy 0z
v —v+8—8x+@6y+@82 , (2.73)
X oy 0z
w'= w+a—8x+a—w8y+@52
X oy 0z
Aceste trei relatii pot fi scrise sub o forma echivalenta,
u'=u+8—u6x+ l(ﬁ_u_é_wja _1fov_ou dy +
ox 0z Ox 2{ox Oy
au+av Sy + 1(a_u+a_wj52 ,
2\0y Ox 0z Ox
1% —v+%5y [?—Z—ujﬁx—%(Z—w—%]82+
X z
d d (2.74)
av ow 1{ov OJu
— [0z +—| —+— [Ox ,
82 oy 2{ox oy
w'= w+a—62 ow_v dy _l(@_u_@_w)éx_i_
0z 2\ 0y 0Oz 2\ 0z oOx
6w Ju l{ow Ov
O +—| —+— |0y
ax 82 2oy 0Oz

Se introduce tensorul antisimetric de ordinul II, numit tensorul

vartej, dat de matricea
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0o Mo (a_a_wj
2{ox Oy 0z Ox
_—
O = 1fov_ou _Lfow _ov (2.75)
2{ox Oy 2\ 0y 0Oz
_l(a_” _ @j w_ov 0
| 2\0z Ox 2 oy 0Oz
Tensorului vartej 1 se asociaza vectorul vartej
o=trotp=t[ M P, 1 (8_u_8_wj p LN (26)
2 20y 0Oz 0z Ox ox Oy
Legatura intre tensorul vartej si vectorul vartej este
. 0 -0, o,
0= 0, 0 -o, (2.77)
—0, O, 0
unde
O, = 1w _ov , 0), = (a—u—a—wj 0, = @_8_u (2.78)
8y oz 0z Ox o oy)

Se observa ca acest tensor este antisimetric si este suficient sa se cunoasca

valorile o, ® ,, ®, pentru a-1 calcula.

y’

Se introduce tensorul simetric, de ordinul II, numit tensorul vitezelor

de deformare, dat de matricea
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o Mo o i(a_uﬂj'
ox 2oy ox) 2\ 0z ox
—
D= 1 @_,_a_” » 1 @4_@ . (2.79)
2{ox oy oy 2{0z oy
o o) tfow o) o
|2\ dx 0z) 2\dy Oz 0z |

Tensorul vitezelor de deformare se poate scrie

dyx Xy dy.
=
D= dyx dyy dyz (2.80)
dzx zy dzz
unde
ou ov ow
dxx _a_x’ dyy _5’ dzz _Ea

1(0u oOv
ot =3[ 55}
1(ou ow
:d = — 4+ — ,
woos 2(82 8xj

d, =d, _L @+@
> Y210z oy

Se precizeazd ca d,, reprezintd viteza de deformare liniard, pe
unitatea de lungime, in directia x, iar d,, =d,, este viteza de deformare

unghiulara sau viteza de alunecare 1n directiile ortogonale x si y; analog se

definesc si marimile d,,,,d, respectiv d,, =d,,, d.. =d,,.

Tensorul vitezelor de deformare este simetric, asadar este suficient sa

se cunoasca sase componente d, ., d s d,., dxy, d,, dyz pentru a-1 calcula.

Tensorului de deformare i1 se ataseaza forma patratica, numitd functia
cuadrica a deformatiilor
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®- %[dxx (8x) +dyy (89) +d; (32)7 + 2y, Sx8y +2d, 8y + 2., 825 |
(2.81)
Se observa ca expresiile (2.73-2.74) se scriu condensat
oD
'=u+0,0z-0,0y+——,
u'=u+0,0z - 0,8y 2(5%)
Vi=v+ 0,0 — 0,0z +——, 2.82
z O 55 (2.82)
0P

L
W'=w+ 0,00 —0,0x +

8(82)'
Viteza V' a punctului M infinit vecin punctului M are expresia vectoriala
V=V +oxdr+grad®. (2.83)

in care gradientul functiei ® se calculeaza in raport cu variabilele
ox, Oy, Oz .

2.8.2. Teorema lui Cauchy si Helmholtz

Interpretarea relatiei (2.83) este datd de teorema lui Cauchy si
Helmbholtz.

In vecindtatea unui punct M (;) de viteza 17, considerat pol, un

—_—

punct oarecare M '(r + Sr) infinit apropiat are viteza V' compusa din: o

viteza de translatie egala cu viteza V a polului; o viteza de rotatie © x dr
: : Ul - : : :

cu viteza unghiulara o =Er0tV in jurul unei axe instantanee de rotatie

care trece prin pol; o viteza de deformare egala cu grad ®, normala

cuadricei ® = const, unde functia cuadricei este

O = %[dxx (6x)2 +d,, (6y)2 +d_, (52)2 +2d,,8x8y +2d ,,8y6z + 2dzx828x:| ,

iar constanta este egala cu valoarea lui ® atunci cand dx,dy, 0z
corespund punctului M’
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Deoarece relatia (2.83) este valabila pentru toate punctele
M '(77+817) situate in apropierea polului M (77), relatia lui Cauchy si

Helmholtz poate fi reformulata astfel:

In vecindtatea unui punct apartinand domeniului ocupat de un fluid
in miscare, campul vitezelor poate fi considerat ca rezultatul suprapunerii
a trei campuri de viteze: un camp corespunzator unei translatii rigide, un
camp corespunzator unei rotatii rigide in jurul unei axe instantanee care
trece prin punctul considerat, un camp corespunzator unei deformari
liniare si unghiulare.

Punctul M' fiind oarecare intr-o particuld fluida, avand polul M,
rezultd formularea urméatoare.

Miscarea unei particule fluide se compune din: o miscare de

translatie egala cu viteza V oa polului M (;) comund tuturor punctelor

M'(r + Sr) vecine cu M ; o miscare de rotatie de viteza o x Or, cu viteza

e = = : : g
unghiulara co=5r0tV in jurul unei axe care trece prin M i dintr-o

miscare de deformare de viteza grad @,

®= %[dxx (3%)> +d,, (8y)” +d; (32)7 +2d, 5dy +2d,,8v8z + 2d,8z8x |,
normala cuadricei ® = const, constanta fiind egala cu valoarea Ilui ©®
atunci cand dx, 0y, dz corespund punctului M (miscarea de deformare se

compune dintr-o migcare de deformare liniara §i o migcare de deformare
unghiulara).

2.9. Ecuatia constitutiva

Modul in care se comporta un mediu fluid in prezenta actiunilor
exterioare depinde de structura lui. Ecuatia Cauchy, care este o ecuatie
generald, trebuie adaptatd in functie de structura (constitutia) mediului.
Legile care descriu constitutia (structura, comportarea) mediului poarta
numele de ecuatii constitutive. Legile constitutive dau expresia tensorului

—
tensiune 7 i stabilesc legdtura dintre marimile care caracterizeaza

deformarea si tensiunile care apar ca raspuns la deformatii.
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In general, ecuatia constitutiva a fluidelor este reprezentata printr-o
relatie functionald intre tensorul tensiunilor si tensorul vitezelor de
deformare. Prin definitie, fluidele newtoniene sunt acele fluide pentru care
ecuatia constitutiva este datd de functia liniard de tipul

= = =

T=A1+BD, (2.84)

-
in care a s1 b sunt marimi scalare, 1ar / este tensorul unitate,

j—
I =

(2.85)

S O =
S = O
- o O

Se presupune cd planele principale ale cuadricei tensiunilor si ale
cuadricei vitezelor de deformare relative la orice punct coincid. Se
utilizeaza notatiile Ox, Oy, Oz pentru axele de coordonate si u, v, w pentru

componentele vectorului viteza. Se calculeaza

ﬂ1=a+b1dxx+b2dyy+b3dzz . (286)

In cazul echilibrului static, tensiunile se reduc la presiuni. Pentru ca
aceastd ipoteza sa fie respectata se impune conditia

a=-p. (2.87)

Fluidul este izotrop, asadar dacad se inverseaza axele Oy cu Oz
valoarea tensiunii nu trebuie sa se schimbe si rezulta

by =bs. (2.88)
Expresia (2.86) se scrie succesiv

]-ilz_p+b1dxx+b2(dyy+dzz) >

(2.89)
Iy =_p+b2(dxx +dyy +dzz)+dxx(b1 _b2)

Suma elementelor de pe diagonala tensorului tensiunilor este
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dxx+dw+d22=2—2+%+(%v=divl7=6. (2.90)

Se atribuie constantelor by, b, valorile b, =A s1 b -b, =2 1, unde
n este coeficientul de viscozitate dinamicd, iar A este al doilea coeficient

. ou 9
de viscozitate. Deoarece d,, = P rezultd
x

Ty =—p+a0+2m. (2.91)
Oox
Similar se deduce

Ty, =—p+X6+2n@, (2.92)
y

Tis a0+ (2.93)
0z
—
Pentru ca tensorul tensiunilor 7 sa fie o functie liniara de tensorul vitezelor

j—
de deformatie D , iar relatiile (2.91)-(2.93) sa fie respectate este necesar sa
fie valabile relatiile,

A=-p+A0 si B=2n. (2.94)
Rezulta
N T v, ou
12=" oy ox » 121=M ox oy 5
ov  ow ow Ov
y=n|—+—| , TrHh=m|—+—|, 2.95
23 ﬂ[az ay) 32 ﬂ(ay > (2.95)

ou ow ow Ou
Tl3=n(_+gj ’ T31=n(a+g)
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Condensat, ecuatia constitutiva se scrie

f— j— j—
T=(-p+10)I+2nD . (2.96)

Scriind explicit componentele tensorului vitezelor de deformare (2.76) si
ale tensorului unitate (2.85), tensorul tensiunilor se poate scrie, in cazul
fluidelor reale ,

1 00
= —
T=(—p+kdiVV) 0 1 0+
0 0 1
o Mo v i(a_m_w)'
ox 2oy ox) 2\ 0z ox
1({ov Ou ov Ifov ow)|, (2.97)
2N =| —+— — —| —+—
2\ ox oy oy 2\ 0z Oy
Lo, fow ) o
| 2\dx 0z) 2\dy Oz 0z |
sau folosind notatia indiciala,

unde §;; reprezintd simbolul lui Kronecker, 8; =1 pentru i=j si 5; =0

pentru i # ;.

2.10. Modele de fluid

Prin model de fluid se intelege o schema simplificatd de fluid in care
se considera fluidul un mediu continuu caruia 1 se atribuie principalele
proprietati macroscopice ale fluidului real.
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In realitate, fluidul este compresibil si vascos, iar fenomenele reale
de miscare ale fluidelor sunt deosebit de complexe. Pentru o descriere
matematicd cat mai riguroasa, sunt necesare sisteme de ecuatii deosebit de
greu de rezolvat, chiar si prin metode aproximative. Din acest motiv se
accepta unele ipoteze simplificatoare, In functie de cazul concret analizat.
Astfel au aparut diverse modele de fluid printre care cele mai frecvent
utilizate sunt: fluid ideal (presupune fluidul lipsit de viscozitate), fluid
newtonian (modelul respectd legea lui Newton), fluid incompresibil
(adecvat descrierii lichidelor), fluide fara greutate (ipotezd acceptabila in
cazul gazelor pentru care fortele de greutate sunt neglijabile in raport cu
celelalte forte). Modelele de fluid pot fi construite si prin suprapunerea mai
multor modele simplificatoare.
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Capitolul 3

STATICA FLUIDELOR

Statica fluidelor studiaza starea de repaus a fluidelor, precum si
actiunile acestora asupra corpurilor fixe cu care vin in contact.

3.1. Ecuatiile lui Euler pentru statica fluidelor

Se considera ecuatia lui Cauchy sub forma vectoriala

v . 10T
& _ o 19T

—= . 3.1

a=

Viteza fluidului ¥ este nuld, iar ecuatia constitutiva (2.96) se scrie, in
cazul repausului fluidului, sub forma

= =
T'=-pl=—p (3.2)

(= e
oS = O
-0 O

j—
unde p este presiunea si / tensorul unitate.
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Din relatia (3.1), tindnd seama de observatiile anterioare, se obtine
ecuatia lui Euler sub forma vectoriald pentru fluide in repaus

R

F, —lgradp=0 sau Ezlgradp , (3.3)
p p

unde p = p(;, t) este campul presiunii §i p = p(;, t) este campul densitatii.

Proiectand relatia (3.3) pe axele de coordonate Ox, Oy si Oz se obtin
ecuatiile lui Euler pentru statica fluidelor,

me_la_pz(), mezla_p,
p Ox p Ox
1 Epy 1o 0, sau 3£, =la—p, (3.4)
p Oy p Oy
F,. _la_pz()’ F,. =l(3_p
| p Oz | p Oz

Repausul fluidelor nu este posibil pentru orice tip de camp al
fortelor masice exterioare, pe unitatea de masa. Intereseaza ce conditii

trebuie sa indeplineasca campul fortelor masice F,, pentru a lasa un fluid

in repaus. Se aplicd operatorul rotor ambilor termeni ai relatiei (3.3) si se
obtine

rot (pa)zrot(gradp) . (3.5)
Insa rot(grad p)=0 si prin urmare
gradpxa+p rota=0 . (3.6)

Se multiplica scalar relatia (3.6) cu E si deoarece primul termen este nul,

fiind un produs mixt cu vectorul F, repetat de dou ori, se obtine

_

F,

m

rotazO : (3.7)

Formal conditia (3.7) este indeplinita daca
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rotF, =0. (3.8)

Aceasta conditie este suficientd fard a fi si necesard. In cazul

fluidelor incompresibile sau compresibile barotrope, 1 grad p = grad J-d—p
p p

si ecuatia Euler (3.3) devine E = grad jd—p, campul fortelor masice fiind
p

un camp potential sau irotational. Prin urmare:

Conditia necesara si suficienta pentru ca un camp de forte masice
exterioare pe unitatea de masa sa lase un fluid incompresibil sau
compresibil barotrop in repaus este ca acest camp sa fie potential
(irotational)

—_—

F, =-gradU,,, (3.9)

unde U,, =U,, (x,y,z) se numeste potentialul fortelor masice exterioare,
pe unitatea de masa.

3.2 Relatia fundamentala a staticii fluidelor si
formele sale

Relatia fundamentald a staticii fluidelor se obtine din ecuatia
vectoriala de repaus a fluidelor. Se considera potentialul fortelor masice

exterioare U,, =U,, (x,y,z) care indeplineste conditia F,, =—grad U,,. Se
inlocuieste aceastd expresie n ecuatia Euler (3.3). Rezulta

%gradp+gradUm=O. (3.10)

Se Tnmulteste scalar aceasta expresie cu dr si se obtine

%gradpd;+gradUmd;=O sau %dp+dUm=O, (3.11)



62 MECANICA FLUIDELOR . BAZELE TEORETICE

relatia fundamentala a staticii fluidelor sub forma diferentiala. Prin
integrarea expresiei se obtine relatia fundamentala a staticii fluidelor sub
forma integrala,

J-d—p+Um = const . (3.12)
p

Cele mai importante aplicatii tehnice din statica fluidelor utilizeaza
forme particulare ale acestei expresii.

Repausul fluidelor incompresibile

In realitate, toate fluidele sunt compresibile. In cazul lichidelor,
deoarece pentru o plaja destul de larga de presiuni cresterea densitatii odata
cu cresterea presiunii este nesemnificativa, se poate accepta ipoteza ca
fluidul este incompresibil p = const si rezulta

£+Um=const sau p+pU,, =const, (3.13)
p

relatia fundamentala a hidrostaticii.

Repausul izoterm al fluidelor compresibile
Din legea gazelor perfecte (relatia 1.8), p/p=RT, se deduce

p/p=py/py- S-a notat cu p, presiunea, respectiv cu p, densitatea in
conditii standard (de referintd). Tinand seama ca

dp=L0dp i jd—p=&1np+const, (3.14)
Po P Po

relatia (3.12) devine,

&lnp+Um =const sau &IHLD—Op)+Um =const. (3.15)
Po Po \Po

Pentru a fi realizata conditia 7=const sunt necesare presiuni mici,
deoarece in cazul comprimarii la presiuni mari nu este posibila evacuarea
teoretic instantanee a caldurii dezvoltate 1n fluid.
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Repausul adiabatic al fluidelor compresibile

In cazul repausului adiabatic p/ pk =po/ plg unde k este exponentul
adiabatic, tindnd seama ca

dp =20 kpldp s j—p 20k fok 2dp_—Lp + const,
po k1

Po Po
(3.16)
se obtine

k-1 k-1

k
k po[p} +U,, =const sau —— k po(p] +U,, =const .

k—1py\p k—1pg

(3.17)

Repausul adiabatic se realizeaza pentru un gaz perfect izolat, fard schimb
de céldura cu exteriorul.

Repausul politropic al fluidelor compresibile
In cazul repausului politropic p/p" = py/p§ unde n este exponentul
politropic, relatia (3.12) devine

n—1

n—1 -
n &(ﬂj +U,, =const sau L&(iJ ! +U,, = const.
n—1pg\ Py n=1po\ Po

(3.18)

Repausul politropic se realizeaza pentru un gaz care nu este nici perfect
izolat, nici perfect racit. Caldura dezvoltatd prin comprimare este partial
evacuata in exterior.

Statica atmosferei considera repausul aerului politropic in troposfera
si izoterm in stratosferda. Se apreciaza ca troposfera se afla la Tnaltimi sub
11000 m, iar stratosfera la altitudini de peste 11000 m pana la sute de

kilometri.
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3.3. Consecinte ale relatiei fundamentale a staticii
fluidelor

1. Intr-un fluid in repaus suprafetele echipotentiale sunt suprafete
izobare si reciproc. Aceastda afirmatie este justificatd de relatiile
(3.13) - (3.18), cea de a doua formulare.

2. Intr-un fluid in repaus suprafetele echipotentiale sunt si suprafete
izodense, reciproca nu este totdeauna adevarata. Prima parte a consecintei
rezultd din relatiile (3.13) - (3.18), prima formulare. A doua parte este
confirmatd de existenta fluidelor incompresibile (in care orice suprafata
este izodensa).

3. Intr-un fluid in repaus suprafetele echipotentiale sunt suprafete
izoterme, reciproca nu este intotdeauna adevarata. Din ecuatia de stare
p/p=RT, se obtine T=p/(pR) si tindnd seama de primele doud
consecinte, prima parte a acestei teoreme este doveditd. A doua parte se
justificd daca se tine seama cd se pot imagina fluide avand aceeasi
temperatura in toate punctele.

4. Intr-un fluid in repaus suprafetele echipotentiale nu se
intersecteaza. Demonstratia se efectueaza prin reducere la absurd. Daca ar
exista un punct de intersectie atunci presiunea ar avea doud valori 1n acel
punct.

5. Intr-un fluid in repaus forta masica care actioneaza asupra unei
particule fluide este normald la suprafata echipotentiala care contine
aceasta particula si este indreptata in sensul scaderii potentialului, deci in

sensul cresterii presiunii. Din conditia F,, =-gradU,, rezulta ca F,, si
normala la suprafata echipotentiald sunt vectori coliniari si de sensuri

contrare. La o descrestere a potentialului corespunde o crestere a presiunii,
in conformitate cu relatiile (3.13 - 3.18).

6. Suprafata de separatie dintre doua fluide imiscibile in repaus
este o suprafata echipotentiala. Intre doua puncte infinit vecine de pe
suprafata de separatie a doud fluide diferenta de presiune este
dp =-p,dU,, =—p,dU,,, deci (p;-p,)dU,, =0. Tindnd seama ca
p1 # P, se obtine dU,, =0 sau U,, = const.
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7. Intr-un fluid in repaus in care fortele masice sunt neglijabile in
raport cu cele de presiune, presiunea este practic aceeasi in toatd masa

fluidului (principiul lui Pascal). Din ecuatia lui Euler (grad p)/ pzl?,,,;,

rezultd ca pentru F_=0se obtine grad p =0, prin urmare p = const.

Aplicatia 3.1

Se considera ca in troposfera repausul aerului este politropic.
Deoarece, in campul gravitational potentialul fortelor masice este
U,, =gz +const, sa se determine expresia variatiei presiunii $1 densitatii
cu altitudinea.

Solutie
Expresiile (3.18) sunt in acest caz,

n—1

n—1 -
L@(ij + gz = const , L@[ij " + gz =const .
n—1pg po n—=1pg\ o

Se aplica aceste relatii intre un punct la nivelul marii ( py, py, z) si
un punct din troposfera (p,p,z), la altitudinea h=z-z,. Neglijand
variatia acceleratiei gravitationale cu altitudinea, rezulta

n—1pg n—1pg

n-1
AV PRI A L
n—1pg n—=1pg po

Se obtin variatiile masei volumice si presiunii cu altitudinea,
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inlocuind n=1,235 , p,=101325Pa, p,=1,2255kg/m>, g=9,81m/s>
rezulta

4 42553 ;
p=1,2255-(1—0.2577-10 h) kg/m?,

5,2553
) Pa.

p=101 325-(1—0,22577-10‘4}1

Aplicatia 3.2
O presa hidraulica are dimensiunile /; =30cm, /, =3 cm, d; =1lcm,

d, =5cm (fig. 3.1). Daca se aplica o fortd F avand modulul de 100 N, pe

manerul parghiei presei, s se determine modulul fortei de presare F, care
se obtine.

Solutie

)
el

Y

Fig. 3.1. Presa hidraulica.
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Din legea parghiei (/; +1,)F =1, [}, se calculeaza marimea fortei £ care
apare pe pistonul mic,

K= (1 +I—IJF
h
4F 4F

Conform principiului lui Pascal p; = p, sirezultd —=—=- sau

TEd12 nd22
2 2
{4
di AN

2
=1+ 0,3 10,05 -100=27500 N =27,5kN.
0,03 )1 0,01

Se constata o amplificare a fortei aplicate de 275 ori.

3.4. Statica fluidelor in campul gravitational

3.4.1. Relatia fundamentald a staticii fluidelor in campul

gravitational

Fie un sistem de axe Oxyz in care axa Oz este verticald, cu sensul
pozitiv in sus. Asupra unui fluid in repaus in campul gravitational terestru

actioneazd fortele masice de greutate. Componentele fortei masice
exterioare pe unitatea de masa au valorile

Fy =0, Fpy =0, F,.=-g (3.19)

si, prin urmare, forta masica are expresia vectoriala
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F, =-gk, (3.20)
unde g este marimea acceleratiei gravitationale, iar k este versorul axei
Oz a triedrului triortogonal Oxyz. Expresia diferentiald a potentialului
fortei masice exterioare, pe unitatea de masa, este

du,, =—(—g)dz=gdz (3.21)

si rezulta
jd—p + gz = const , (3.22)

p

forma integrala a relatiei fundamentale a staticii fluidelor in cdmpul
gravitational.

3.4.2. Relatia fundamentala a hidrostaticii

Daca fluidul este incompresibil, atunci p=const. Lichidele sunt

considerate fluide incompresibile. Din relatia (3.22) se obtine relatia
fundamentala a hidrostaticii

p +pgz = const . (3.23)

Interpretare grafica (verificare experimentala)
Se Tmpart toti termenii relatiei (3.23) la greutatea specificd y=pg.

Se obtine o relatie ai carei termeni au dimensiuni de lungime,

Piz=m

abs - (3.24)
Y

Termenii acestei relatii reprezintd: H,, - sarcina hidrostatica
. L . N -
corespunzdatoare presiunii absolute (sarcina barometrica), — - inaltimea

piezometrica corespunzatoare presiunii absolute, z - inaltimea (cota)
geometrica.

Pentru fluide incompresibile, sarcina absolutd este aceeasi in toate
punctele fluidului. Experimental acest lucru poate fi pus in evidentd cu
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ajutorul unui rezervor inchis ce contine un lichid, a carui suprafata libera
este supusa la o presiune mai mare decat cea atmosferica (fig.3.1), si o serie
de tuburi din sticld. Se utilizeaza tuburi barometrice (inchise la capatul
superior) pentru masurarea presiunii absolute in raport cu presiunea de
referintd zero, vidul absolut, si tuburi piezometrice (deschise la partea
superioard) pentru masurarea presiunii relative n raport cu presiunea de
referintd, cea atmosferica. Dacd presiunea relativa p — p,, este pozitiva,

atunci ea se numeste presiune manometrica p,, = p — p,;, 1ar daca este
negativa, se defineste presiunea vacuumetrica p,, = p,; — p.

z vid absolut
F 3
n//\n
~1 I~ ¢ pﬂr ¢ pﬂr
Fy A Pt
ﬂ A A A
¥
5z
' r3
P2 | 99 !
t ¥
Habs I ‘T
o
] I .
ZE 3
Y s
Z3 oz 4 4
L 4 L 4 L 4 J' \ 4 A
0 X

Fig. 3.2. Interpretarea graficd (verificarea experimentald) a relatiei fundamentale
a staticii fluidelor in cdmpul gravitational.

Plasand doua tuburi barometrice in doua puncte diferite, se constata
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ﬂ-|-21=&-|‘22=1‘]abs. (325)

Y Y

Daca se plaseaza doua tuburi piezometrice in doua puncte diferite, se
poate scrie

p3_pat+z =p4_paZ+Z4=H, (326)
Y Y
unde H reprezintd sarcina hidrostatica corespunzatoare presiunii relative.

Relatia (3.26) poate fi dedusa din relatia (3.24). Dacd din ambii
termeni ai relatiei (3.25) se scade indltimea corespunzatoare presiunii

atmosferice 24 se obtine
Y
P=Pat  ,_ g H=const . (3.27)

Y

Interpretare energetica
Se inmulteste relatia (3.23) cu volumul V' = m/p al unei particule de

fluid de masa m, avand centrul de masa in punctul curent de cota z pentru
care a fost scrisa relatia (3.23),

Vp+mgz=E E =const. (3.28)

Termenii acestei relatii au urmatoarea interpretare: V p reprezinta energia
potentiala de presiune, mgz- energia potentiald de pozitie, £ - energia
potentiala totald a unei particule de fluid.

Se observda cd relatia fundamentald a hidrostaticii reprezintd o
exprimare matematicd a principiului conservarii energiei (energia
potentiala totala are aceeasi valoare in toate punctele fluidului in repaus).

Procedand analog ca in subcapitolul 3.3 se pot deduce consecintele
relatiei fundamentale a hidrostaticii.

Consecinte

1. Intr-un lichid in repaus planele orizontale sunt suprafete izobare
si reciproc. Aceasta este lema fundamentald a hidrostaticii si are drept
consecinte principiul suprafetei libere (suprafata libera a unui lichid in
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repaus este plana si orizontald) si principiul vaselor comunicante
(suprafetele libere in diferite vase care comunica intre ele si care contin un
lichid 1n repaus sunt situate intr-un acelasi plan orizontal).

2. Intr-un lichid in repaus planele orizontale sunt suprafete izodense;
reciproca nu este in general adevarata.

3. Intr-un lichid in repaus planele orizontale sunt suprafete izoterme;
reciproca nu este in general adevarata.

4. Intr-un lichid in repaus forta masica (de greutate) care actioneazd
asupra unei particule este dirijata in sensul scaderii cotei, deci in sensul
cresterii presiunii.

5. Intr-un lichid in repaus in care fortele de greutate sunt neglijabile
in raport cu fortele de presiune, presiunea este (practic) aceeagsi in toate
punctele lichidului (principiul lui Pascal).

6. Suprafata de separatie dintre doua lichide imiscibile in repaus
este un plan orizontal.

Legea de repartitie a presiunilor in interiorul unui lichid in repaus
poate fi dedusa pe baza relatiei fundamentale a hidrostaticii (3.23) pentru
un punct O situat pe suprafata liberd a lichidului si un punct M din
interiorul lichidului

Po+PE20 =Py +PEZy (3.29)

unde p, este presiunea la suprafata libera a lichidului, egala sau nu cu
presiunea atmosfericd. Dacd se noteazd cu h=zy—z), adancimea
punctului M, atunci rezulta

Py =Po+pPgh; (3.30)

presiunea intr-un lichid creste liniar cu adancimea 4.
Pentru doua puncte oarecare M si N din interiorul unui lichid in
repaus aflate la o diferenta de nivel 4,

Py =pPNyt+tPgh sau py —py=pgh, (3.31)

daca se considerd punctul M la o adancime mai mare decat N. Diferenta
de presiune dintre doud puncte ale unui lichid in repaus este egala cu
greutatea unui cilindru de lichid avand ca arie a sectiunii sale ortogonale
unitatea de suprafatd si ca Indltime diferenta de nivel dintre cele doua
puncte (principiul fundamental al hidrostaticii).
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3.5. Repausul relativ al lichidelor in campul
gravitational

Un lichid aflat intr-un rezervor este in repaus relativ, daca particulele
sale sunt in repaus in raport cu un sistem de referintd mobil legat de
rezervor. Fatd de un sistem de referintd oarecare fix, lichidul se deplaseaza
solidar cu rezervorul.

Situatia poate sa apard cand rezervorul nu se deplaseazad cu viteza
uniforma, ci este antrenat intr-o miscare rectilinie uniform acceleratd sau
intr-o miscare de rotatie. Sub actiunea fortelor de inertie, aparute in plus
fatd de fortele masice deja existente, particulele fluide isi modifica pozitia.
Dupa un anumit timp, daca fortele de inertie rdiman constante in timp,
lichidul ocupa o noua pozitie de repaus in raport cu peretii recipientului.

O particuld oarecare de lichid are viteza absoluti ¥, si acceleratia
absoluta cZ in raport cu sistemul de axe fix si viteza relativa Z si

acceleratia relativa a, in raport cu sistemul mobil. Intre aceste valori exista

relatia
Vo=V, +V, (3.32)
a,=a, +a, +ac (3.33)

unde V; si a; sunt viteza si acceleratia de transport a originii sistemului

mobil fatd de sistemul fix si a- =20 xV, este acceleratia lui Coriolis. in

cazul repausului relativ, viteza si respectiv acceleratia relativa sunt nule, iar
acceleratia lui Coriolis este de asemenea egala cu zero. Acceleratia absoluta
a lichidului din rezervor este egald cu acceleratia de transport a sistemului
de referintd mobil in raport cu sistemul fix,

=a,. (3.34)
j—

j—
Se scrie ecuatia lui Cauchy, cu ecuatia constitutiva 7 =—p [ si se obtine
expresia acceleratiei absolute a fluidului
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_—

asz —%gradp. (3.35)

Tinand seama de relatia (3.34) se deduce

—_—

a, =F, —igradp sau %gradp =F, —a,. (3.36)

Aplicand operatorul rotor expresiei (3.36) se observa ca pentru un
fluid incompresibil in campul gravitational 1/p [rot(gradp)] =0 si

—_

rot(Fm ) = rot(—gl;) =0, deci
rot(a_;) =0 (3.37)

campul fortelor de inertie este irotational. In concluzie, forta de inertie

—

poate fi exprimd cu ajutorul campurilor potentiale F; =gradU;, cu
U;(x,y,z) potentialul fortelor de inertie pe unitatea de masa. Deoarece, se

considera campul fortelor masice potential I*Tn; =—grad U,,, expresia (3.36)
devine

lgrad p=-gradU,, —grad U; (3.38)
p

Pentru simplitate se poate utiliza notiunea de potential total
Ur=U, +U; (3.39)

si se obtine ecuatia vectoriald a repausului relativ
1 1
—grad p=—-grad Uy sau —grad p+gradU; =0 . (3.40)
p p

Potentialul total poate fi descris prin intermediul componentelor fortelor pe
directiile axelor de coordonate,
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UT = —j]:(me +F;'x)dx+(me + Fiy)dy +(sz +F;'Z)dz:|' (3'41)

In cazul lichidelor (fluide incompresibile, p = const ) se obtine relatia
fundamentala a repausului relativ,

p+pUyp =const. (3.42)

Intereseaza forma suprafetei libere si repartitia presiunilor in
interiorul lichidului si pe peretii rezervorului, probleme care pot fi rezolvate
prin stabilirea expresiei potentialului total al fortelor masice exterioare, pe
unitatea de masa, si al fortelor de inertie, pe unitatea de masa.

Repausul relativ de al unui lichid dintr-un recipient ce se
deplaseaza cu acceleratie constanta

Se considerd un rezervor prismatic de lungime b, ce contine un
lichid de masa volumica p, pana la cota #. La un moment dat, rezervorul

incepe sd se deplaseze uniform accelerat, cu acceleratia constantd a, pe un
plan orizontal. Se constata ca suprafata libera a lichidului, care Tnainte de
inceperea miscarii era orizontala, se inclina (fig. 3.3).

z A
|, b -

Ofy)

Fig. 3.3. Rezervor in translatie orizontala cu acceleratie constanta.

In acest caz componentele fortei masice exterioare pe unitatea de
masd sunt F,, =0, F,, =0, F,, =—g si cele ale fortei de inertie, pe

unitatea de masd sunt F =-a, F;, =0, F;; =0. Potentialul total se

calculeaza cu relatia (3.41),
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Ur =-[[~adx—gdz]=ax+gz+C . (3.43)

Relatia fundamentala a repausului relativ pentru fluide
incompresibile (3.42) devine

p+p(ax+gz+C)=const : (3.44)

Pentru determinarea constantei, se scrie relatia (3.44) pentru punctul
b . o : - A -
A(E’hj situat pe suprafata libera, punct ce-si conserva in timpul

repausului relativ pozitia avutd in repausul absolut, dacd volumul de apa
din rezervor se conserva,

Do + p(a§+ gh+ Cj =const . (3.45)

Egaland expresiile (3.44) si (3.45) se deduce relatia fundamentald a
repausului relativ al unui lichid aflat intr-un rezervor in translatie orizontala
uniform accelerata

p+plax+gz)=pg +p(a§+gh) : (3.46)

Relatia permite determinarea presiunii in orice punct din interiorul
rezervorului sau de pe peretii acestuia. Suprafata liberda fiind o suprafata
izobara, p=p, , este o suprafatd echipotentiala de ecuatie U; = const.

sau, tindnd seama de expresia (3.43), ax+ gz=C;. Constanta C; se
o . b g : g .
determind impunand ca punctul A(E’hj sa verifice aceastd ecuatie.

Ecuatia suprafetei libere este planul de ecuatie
b
a(x—5j+g(z—h)=0 , (3.47)

a carui inclinare este
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tea=2 (3.48)
g
Tangenta trigonometrica a unghiului de inclinare este proportionala
cu marimea acceleratiei, unghiul de inclinare mentinandu-se constant cat
timp acceleratia este constanta.

Repausul relativ al unui lichid aflat intr-un rezervor in rotatie
Se considerd un rezervor cilindric circular de raza R, ce contine un
lichid de masa volumica p, pana la cota /,. Daca rezervorului 1 se imprima

o miscare de rotatie in jurul axei verticale cu viteza unghiulara constanta

®, se constatd cd lichidul intrd in miscare de rotatie cu aceeasi viteza
unghiulard i suprafata libera, initial pland, devine un paraboloid de
revolutie care se mentine cat timp viteza unghiulara nu variaza.

Z.li.

N

Bl H) D=2R —>

-~

)

v

Fig. 3.4. Rezervor in miscare de rotatie uniforma.
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Componentele fortei masice pe unitatea de masda sunt
Fu =0, F,, =0, F,,, =—g, iar ale fortei de inertie pe unitatea de masa,

F;, —0’x, F, = 0%y, F;, =0 . Se determina potentialul total

2 2 2
Ur =—_|.|:0)2de+oazydy—gdz}=—0)2 X +gz+C =—a)2%+gz+C1.
(3.49)
Suprafetele echipotentiale U = const pot fi scrise sub forma
2.2
:=2" 0. (3.50)
2g

Printre aceste suprafete se gaseste si suprafata libera. Se considera punctul
A de coordonate =0, z=~h sipunctul B de coordonate r=R, z=H,

situate pe suprafata libera si din ecuatia (3.48) rezultd h=C, si

H=0’R*/(2g)+C, sau

(3.51)

O altd relatie intre cota H corespunzatoare nivelului maxim al
lichidului la perete si cota 4 corespunzatoare nivelului minim al lichidului,
pentru o vitezd de rotatie datd, se determind din egalarea volumului
corespunzator repausului absolut cu volumul corespunzator repausului
relativ,

TR*hy = R*H —R* (H — h)/2, (3.52)
ceea ce implica
H+h=2h . (3.53)

Relatiile (3.51) si (3.53) pot fi privite ca un sistem de doua ecuatii din care
rezultd necunoscutele 4 si H,
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252 252
hehy- 2R g, + 0K
4g 4g

(3.54)

Revenind la relatia (3.48), in care se considerd Cy =h=hy—o°R%/ (4g),
se obtine ecuatia suprafetei libere

2 2
PN PC-NE S A (3.55)
2g 2

Relatia fundamentald a repausului relativ pentru fluide
incompresibile (3.42) devine

2.2
p+p[—0)2r +gz] = C;. (3.56)

Constanta de integrare C; se determina scriind ca in punctul 4 de
coordonate =0 si z =/ situat pe suprafata libera, presiunea este p = p
(egala, in general cu presiunea atmosferica py = p,; ),

o’ R>
C3 =po +pgh=po+pg| hy— e | (3.57)

Relatia fundamentald a repausului relativ al unui lichid dintr-un
rezervor cilindric circular in miscare de rotatie uniforma este

2.2 252
or O°R
p+pg[z——2g ]=po +pg[ho— ] (3.58)

Relatia (3.58) permite determinarea presiunilor in orice punct din
interiorul rezervorului sau de pe peretii acestuia.
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3.6. Aparate pentru masurarea presiunii bazate pe
principiile staticii fluidelor

Piezometrul constd dintr-un tub transparent racordat la rezervorul cu
lichid, intr-un punct in care trebuie masurata presiunea. Capatul superior
poate fi deschis, caz in care se masoara presiunea relativa sau inchis pentru
masurarea presiunii absolute. Piezometrul deschis se mai numeste si fub
manometric, iar piezometrul inchis se numeste tub barometric.

Y
—F= 0
o _F=FPu : o
&
H
h
M * N
(= ¢
a) Tub manometric b) Tub barometric

Fig. 3.5. Piezometre.

Presiunea relativa in punctul M depinde de indltimea / a coloanei de
lichid,

Py~ Par =P&h. (3.59)
Masurarea presiunii absolute in punctul N cu tubul barometric,
PN =pPgH, (3.60)

necesitd un tub suficient de lung pentru ca la partea superioarda sa ramana
un spatiu vid.
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Domeniul de masurare al tubului piezometric este limitat. De
exemplu, atunci cand lichidul din tub este apa domeniul de masurare este

(10—2-104)Pa.

Manometrul in forma literei U utilizeaza o coloana de lichid pentru
masurarea presiunii relative. Se determina presiunea relativa in punctul M,
cu notatiile din figura 3.6,

Py P18 =py +Pr8h,, deci
Py = Par =& (P2hy = pily). (3.61)

S-a presupus cd lichidele de densitati p; si p, sunt imiscibile.

Fig. 3.6. Manometru in forma de U.

Daca fluidul din rezervor este un gaz cu densitatea p;, se considera
greutatea coloanei de gaz neglijabila in raport cu cea a lichidului din tub de
densitate p, (apa, mercur, alcool) si se obtine

Py~ Par =P28M- (3.62)

Manometrul diferential este format dintr-un tub in forma literei U,
ce contine un lichid de lucru (mercur, apa, alcool). Intereseaza valoarea
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diferentei de presiune dintre cele doua rezervoare la care este racordat
instrumentul. In figura 3.7 se prezintd un manometru diferential cu brate
inegale.

Pentru a determina diferenta de presiune intre punctul 4 si punctul B
se determind presiunea pentru punctele £ si D, situate in acelasi plan
orizontal (izobar),

peE=p4+tpig(h+b), (3.63)
pp=pp+prg(a+b)+psgh. (3.64)
P2
A |l' B ‘J[
&
Py
At '
b
y e
h
. ¥ .

E D
M ”
Fig. 3.7. Manometru diferential.

Din conditia pg = pp rezultd

pA—pB=p2g(a+b)—p1g(h+b)+p3gh ) (3.65)

S-a presupus ca lichidele in contact sunt imiscible.
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Aplicatia 3.3.

Sa se determine diferenta de presiune intre rezervoarele 4 si B
conectate la un manometru diferential cu mercur (fig. 3.7). Se vor analiza
cazurile:

a) rezervoarele A si B contin gaze;
b) rezervoarele 4 si B contin apa;
c) rezervorul 4 contine ulei si rezervorul B contine apa.

Solutie
a) Densitatea gazelor fiind foarte mica in raport cu cea mercurului,
greutatea coloanelor de gaz se poate considera neglijabila,

P4—PB~PHg 8h.

b) Cele doud rezervoare contin lichide cu aceeasi densitate
P1 =P2 =Pypa si rezulta

P4~ PB =papa ga+(pHg _papa)gh'
c¢) Rezervorul 4 contine ulei si rezervorul B contine apa,
P4~ PB =papdg(a+b)_puleig(h+b)+pHggh'

Micromanometrul diferential cu tub inclinat si rezervor este
format dintr-o cuvd metalicd prevdzutd cu un tub transparent inclinat
(fig. 3.8). Lichidul de lucru din aparat este de reguld alcool sau toluen.

Racordandu-se cuva la presiunea p; si capatul liber al tubului la o presiune
P, aparatul masoard diferenta de presiune Ap=p;—p, (in ipoteza
D1> D) In situatia in care capitul tubului este deschis, presiunea
D> = p,; S1instrumentul masoard presiunea relativd Ap = p; — p,; .

Inainte de punerea in functiune a aparatului nivelul de lichid era
acelasi in rezervor si tub. Dupa punerea in functiune, nivelul in cuva
coboara si in tub se ridica. Pe scara gradata a tubului, se citeste o lungime
lc, care este mai micd decat diferenta reala /5, dintre nivelul lichidului din

rezervor §i cel din tub. Din conditia de conservare a volumului se poate
determina legatura dintre aceste lungimi,
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nD? : nd? : d?
T(IR —Zc)SlnG,:Tlc, deci ZR =ZC [l+mj . (366)

Fl—= ™)

7 )
%

Fig. 3.8. Micromanometrul.

Intereseaza valoarea diferentei de presiune masuratd in functie de
lungimea citita

2
ApngthglRsinocnglc(sinoc+d—2j. (3.67)
D

(cu observatia ca d 2/D? poate fi neglijat fata de sin o, pentru o > 100).

Acuitatea vizualad a ochiului omenesc fiind scazuta pentru dimensiuni
de sub un milimetru, aparatele cu tub vertical pot masura numai presiuni de
minim 10 Pa. Inclinarea tubului permite extinderea domeniului de masura
catre presiuni si diferente de presiune mici, de ordinul 1 Pa, facand din
micromanometru un instrument extrem de util in aerodinamica.

Barometrul cu mercur masoard presiunea atmosferica absoluta.
Este format dintr-un tub de sticla suficient de lung (circa 80 cm), inchis la
partea superioara si umplut cu mercur, partea inferioara fiind cufundata
intr-un rezervor cu mercur (fig. 3.9). Mercurul coboard pana la o inaltime
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hy, numitd inaltime barometrica, in partea superioard formandu-se vidul

barometric. Din conditia p,; =0+ ppy ghy =V g by rezultd hy = py /vy, -

() vidul barometric

i1 ]
presiunea
atmosferica
rezZervor -
¢U mereur

Fig. 3.9. Barometrul cu mercur.

Presiunea atmosferica variaza cu altitudinea, temperatura si starea
vremii. In tabelul 3.1. se prezintd orientativ variatia cu altitudinea a
presiunii atmosferice masurata in mm Hg, in conditii atmosferice normale .

Variatia presiunii atmosferice cu altitudinea masurata in raport cu nivelul marii.
Altitudinea (m)| 0 20 [1030]2180[3050 5000|8000 |10000{20 000

Presiunea
atmosferica 762 760 | 670 | 580 | 520 | 403 266 198 41

(mm Hg)

Tabelul 3.1.

Manometrul cu tub Bourdon face parte din categoria
manometrelor mecanice. Este utilizat la masurarea presiunilor mari
(0,2 - 10 MPa) si consta dintr-un tub metalic de sectiune lenticulara (tub
Bourdon), deschis la capete. La un capat primeste presiunea p, si la celalalt
capat este legat printr-un sistem de parghii si de roti dintate de un ac
indicator.
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ac indicator

sector .
sectiunea A - A

S

Fig. 3.10. Manometrul cu tub Bourdon.

Principiul de functionare 1l constituie proportionalitatea intre
solicitarea mecanicd produsd de presiune si deformatia corespunzatoare a
tubului Bourdon, atunci cand nu se depaseste limita de elasticitate.

3.7. Teorema actiunii fluidelor in repaus pe pereti

solizi

Asupra unui element de suprafatd dS al unui perete solid (al unui
rezervor sau al unui corp imersat), fluidul exercita o forta elementara de
presiune

dFp =—pndS, (3.68)

unde n este versorul normalei exterioare a suprafetei S, iar p reprezinta
presiunea in fluid in vecinatatea elementului dS .
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In general, efectul fortelor elementare (3.68) asupra intregii suprafete
al unui perete de suprafata S este un torsor format din forta rezultanta

Fp=-{[pnds (3.69)
S

si un cuplu rezultant al carui moment, calculat in raport cu originea O a
sistemului de referinta este

—_—

Mgy =- j;xpﬁds. (3.70)
S

Pentru a calcula integralele din ecuatiile (3.69) si (3.70) este necesar
ca repartitia presiunii p 1in fluid sa fie cunoscuta.
Presiunea p care intervine in relatiille precedente reprezinta

presiunea relativd asupra peretelui solid, deci diferenta intre presiunea
fluidului ce actioneaza asupra peretelui si presiunea exterioarda (de regula
cea atmosferica).

3.7.1. Forte de presiune pe suprafete plane

Pentru un perete plan, normala corespunzatoare fiecarui element de

suprafatd n este constantd ca marime si directie si deci fortele elementare
de presiune sunt paralele si de acelasi sens; se obtine

Fp=-n|[pds . (3.71)
S

Rezultanta este o fortd normala peretelui plan considerat si este orientata
dinspre fluid spre perete.

Momentul rezultant al fortelor elementare in raport cu originea O
este

Mo =nx [[rpds. (3.72)
S

Pentru determinarea punctului de aplicatie C, al fortei E se aplica
teorema lui Varignon, sistemul fiind reductibil la o rezultanta unica,
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s

re, X Fp=Mg, deci 1 x —ﬂjpds =;7,><ﬂ?pds, (3.73)
S S

de unde

[

S -
rr =2o———+bn, Vb scalar, (3.74)
Co deS
S

Fp fiind un vector legat pe directia normalei. Deoarece intereseazd punctul

in care acest vector atinge planul suprafetei, b =0, vectorul de pozitie al
centrului de presiune are expresia

s

_ S
e _—”pdS . (3.75)
S

Punctul de aplicatie al rezultantei, notat C, este numit centru de presiune.

Actiunea fluidelor usoare in repaus pe un perete plan

In cazul fluidelor usoare in repaus, presiunea este constanti in toat
masa fluidului si are aceeasi valoare in toate punctele suprafetei peretelui
si, prin urmare,

E’:—Zpﬂdsbﬁps : (3.76)
S
[Fas
ro=Se—=rs . (3.77)
ds
|

Actiunea unui fluid usor in repaus pe un perete plan este echivalenta
cu o forta egala Tn modul cu produsul dintre presiunea fluidului si aria
suprafetei peretelui, directia normala la suprafata, sensul de la fluid catre
perete si punctul de aplicatie in centrul de greutate al peretelui.



88 MECANICA FLUIDELOR . BAZELE TEORETICE

Actiunea fluidelor grele in repaus pe un perete plan

Se examineaza cazul general in care suprafata plana este inclinatd cu
unghiul o fatd de suprafata libera a lichidului. Se alege sistemul de axe
xOy 1n planul suprafetei S cu axa Ox in planul suprafetei libere, supuse
presiunii atmosferice, si axa Oy in lungul liniei de cea mai mare pantd a
peretelui inclinat (fig. 3.11).

- P O(Z)/

F 3 F Y

¥ L

Yo

h J

Fig. 3.11. Actiunea unui fluid greu asupra unui perete plan.

Se rabate planul xOy cu 90° in jurul axei Oy, astfel incat suprafata
plana S considerata apare in planul figurii in adevarata forma si marime.

Suprafata S este solicitatd pe o fatd de presiunea lichidului, iar pe
cealaltd de presiunea atmosferica. Astfel, suprafata este solicitata efectiv de
presiunea relativa a lichidului. Forta de presiune se calculeaza cu formula
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FT) =—n _UpdS =—12”pghdS =—;z”pgysinocdS =—Zpgsinoc”de
S S S S
(3.78)

Momentul static al suprafetei S in raport cu axa Ox se determind cu relatia

S, = Hde =S yc (3.79)
S
si rezulta
Fp=-npgygsinaS=-npghsS . (3.80)

Pentru determinarea pozitiei punctului de aplicatie, se utilizeaza formula
(3.75) si de calculeaza

[irpghdS pglfrysinadS [frydS [frydS
S S S

= = : = =5 . (3.81)
[lpghdS  pglffysinadS  [[ydS  yg S
S S S

—_—

Ic

Coordonatele centrului de presiune C, fata de sistemul de axe xOy, sunt

nydS /
o =S Y (3.82)
ygS  ygS
j j 12 dS )
S X
Ve = _Ax (3.83)
ygS  ygS

unde 7,, este momentul de inertie centrifugal al suprafetei in raport cu

sistemul de axe xOy, iar [, este momentul de inertie in raport cu axa Oy.

In multe aplicatii este mai comodi raportarea la un sistem de
coordonate cu originea in centrul de greutate G al suprafetei S si axele Gx/,
respectiv Gy', paralele cu Ox, respectiv Oy .

Se utilizeaza relatiile lui Steiner,
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2
IX=IX'+SyG’ IxyZvayv+SxGyG, (384)

in care x;siyg reprezintd coordonatele centrului de greutate G al
suprafetei S, iar /.« si [, sunt aceleasi momente de inertie ale suprafetei

S, dar calculate 1n raport cu sistemul de axe x'Gy’.
Coordonatele centrului de presiune se pot determina cu relatiile

IV ' . _II
XC =XG +ﬁ S1 yC =yG +ﬁ . (385)
G G

Observatii

1. Daca suprafata S are o axa de simetrie in lungul liniei de cea mai
mare pantd, atunci ea se alege drept axa Oy si in acest caz [,, =0, deci
Xc = 0.

2. In cazul in care pe suprafata liberd a lichidului se exerciti o
presiune relativa pozitivd pj, atunci formulele pot fi aplicate numai daca se

considerd sistemul xOy cu axa Ox la nivelul planului izobar de presiune
egala cu presiunea atmosfericd (planul manometric), situat la Tndltimea
hy = p; /vy deasupra suprafetei libere.

Aplicatia 3.4.
Orificiul dreptunghiular al bazinului umplut cu apa este inchis cu o
stavild pland cu findltimea a=I1m, latimea b=1,5m s§i greutatea

F =8 kN. Stavila este montata cu unghiul de inclinare o = 60° si se poate

roti in jurul axului 4. S& se determine care este nivelul minim /4 la care
stavila se deschide, considerand frecarile neglijabile.

Solutie
Adancimea centrului de greutate al stavilei este

a
h~=h——sino
G 2

si pozitia sa in raport cu planul suprafetei libere rezulta
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hg
sina

Fig. 3.12. Stavila plana imersata.

Pozitia centrului de presiune al stavilei si adancimea la care se
situeaza se determina cu formulele

@b 5
I h h i
Ye=yg+—-=—F+ 1% =—C + 2 Sma,
Sy sino abG_ sina 12hg
sino
a®sin® o

h~ = sino, = h~ +
c=Jc G 12
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In momentul deschiderii stavilei, reactiunea de contact in punctul B
devine nula, iar momentul rezultant al fortelor de presiune si de greutate
relativ la centrul de rotatie 4 este nul,

Fg-AD=Fp - AC,

unde

2 .
— a == a 1 a a“sina
AC=—+CG==+ycr—yg=—+ he —hg )=—+ ,

2 y Yoy =y g e he) =3 12
decit

a a a’sino
Fg—cosa=yhgab| —+———|.

2 2 12hg

Rezulta adancimea centrului de greutate a stavilei

F-coso a .
hG=G———sm(x,
6

vab

Se calculeaza nivelul % al apei din bazin, la care se produce deschiderea
orificiului

hehg + Seing = FGOSE  a G  _ 8000-05 143
2 vab 3 9810-1-1,5 3 2

=0,56m.

Aplicatia 3.5
Sa se determine punctul de aplicatie si forta care se exercita asupra
capacului dreptunghiular din figura 3.13 de dimensiuni a=0,5m si

b=1,5m, avand cota inferioard la /s, =2 m fatd de fundul rezervorului.
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Rezervorul contine apa cu greutatea specificd y =9 810 N/m? si este inchis.
Pe fundul rezervorului se 1inregistreazd o presiune manometrica

Py =88 kN/m? , 1ar inclinarea peretelui este o = 60°.

Solutie
Adancimea echivalenta a apei este

. _ Pu_ 88000
Yy 9810

=8,97m .

Fhy

Fig. 3.13. Actiunea unui lichid dintr-un rezervor inchis asupra unui capac
dreptunghiular.

Planul presiunii atmosferice se afla la 8,97 m deasupra fundului
rezervorului. Distanta de la centrul de greutate a capacului la fundul
rezervorului este

bsino N 1,5 sin 60°

h1=h2+ 2

=2,65m.
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Adancimea echivalenta a centrului de greutate al capacului este
hg=h-h =8,97-2,65=6,32m.
Forta hidrostaticd pe capac are marimea
Fp=yh; §=9810-6,32-1,5-0,5=46 499 N,
iar punctele de aplicatie sunt
xc=xg =0;
ba .
I. he 12™% he bPsina

X

Ye=Je Sy smoa  bahz; sina hg

Cazuri particulare

1. Suprafete plane verticale
In cazul suprafetelor plane verticale o = 90° s1 prin urmare yc = he

$i yg =hg-

|
_
QQ

Fig. 3.14. Actiunea unui lichid in repaus pe un perete vertical.
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Se considera cazul rezervorului deschis, p, = p,;. Marimea fortei de
presiune si coordonatele punctului de aplicatie al acesteia C se obtin prin

particularizarea relatiilor precedente. Astfel, forta de presiune este

Fp=-nyhgS. (3.86)

Punctul de aplicatie al centrului de presiune are coordonatele

[xy [x
X =—— Si = ) 3.87
C I S sl Yo i S (3.87)

2. Suprafete plane orizontale
Forta de presiune pe o suprafatd pland orizontald S, situata la
adancimea A, are expresia

Fp=-nyh;S=-nyV . (3.88)

in care V' este volumul cilindrului avind drept baza suprafata S si
inaltimea /4. In aceastd situatie, centrul de presiune C se confunda cu
centrul de greutate G al suprafetei.

— P
- =3
ki
~
™
o
he Fp
5
h 4 ’

=

Fig. 3.15. Actiunea unui lichid in repaus pe un perete orizontal.
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Paradoxul hidrostatic

Forta de presiune este aceeasi pe fundul unor vase de forma oarecare,
avand aceeasi suprafatd a fundului, daca indltimea lichidului in vas este
aceeasi (fig. 3.16), cu toate cd greutatea lichidului din diferite vase este
diferita.

Fuat /
T
i
Ry Ry
Fig. 3.16. Paradoxul hidrostatic.
Aplicatia 3.6.

Sa se determine forta hidrostatica pe capacul circular de diametru
d =2m al rezervorului de apa din figura 3.17. Se considera ca muchia

superioara a capacului se afla la o adancime de ¢ =5m.

Solutie
Adancimea la care se afla centrul de greutate al capacului

hg=a+d/2=5+1=6m.

Marimea fortei hidrostatice este

n~22

Fp=vh; $§=9 810-6- =184 820 N.
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Fat
Z F Y F
- T
o
i hie
»w G
Fp > o

Fig. 3.17. Capac imersat.

Punctul de aplicatie al fortei hidrostatice se afld la adancimea

n-2%
he =hg +—x—6+—6% __6 0416m.
6-
4

3.7.2. Determinarea fortei de presiune si a centrului de presiune
cu ajutorul epurei de presiune

Metoda se aplica numai 1in cazul suprafetelor de forma
dreptunghiulard si se bazeaza pe folosirea diagramei de variatie a presiunii
statice.

Se considerd o suprafata dreptunghiulara S, inclinatd cu unghiul o
fata de orizontala, asupra careia se exercita actiunea unui lichid de greutate
specifica y. Cota superioard a suprafetei dreptunghiulare de inaltime a si

latime b, se afld la adancimea /y, iar cea inferioard la adancimea h,. Se

construieste epura de presiune (diagrama presiunilor) pe aceasta suprafata,
de forma unui trapez ABED (fig. 3.18).
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Pe suprafata dreptunghiulard se ia un element dS de latime b si
inaltime dy avand aria dS =bdy situat la adancimea %, unde actioneaza

presiunea p =vyh. Forta elementard corespunzatoare elementului de arie
dS are marimea

dFP=p(bdy)=b(pdy)=bdG, (3.89)

in care do = p dy =y h dy este elementul de arie al diagramei trapezoidale a
presiunilor. Forta de presiune pe suprafata dreptunghiulara este

Fp= ﬁbdc =bo , (3.90)
(0}

unde G = %(y I +vhy)a este aria epurei de presiune ABED (exprimata in

N/m).

Fig. 3.18. Epura de presiune in cazul unei suprafete dreptunghiulare.

Se deduce ca marimea fortei de presiune care se exercitd pe un perete
plan dreptunghiular este egald cu produsul dintre aria epurei de presiuni si
latimea peretelui (volumul epurei de presiune).
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Punctul de aplicatie al fortei de presiune F]; este determinat de

centrul de greutate G' al diagramei presiunilor, prin care se duce o directie
normald suprafetei S. Centrul de presiune cautat C, se afla axa de simetrie
Oy a suprafetei S, in punctul in care normala inteapa aceasta suprafata

Pentru a obtine pozitia centrului de greutate G' al diagramei
trapezoidale se procedeaza astfel: se prelungeste baza mica de exemplu
spre dreapta, cu un segment BB'= ED; se prelungeste baza mare spre
stinga cu un segment EE'=BA; punctul G' se gaseste la intersectia
segmentului B'E' cu linia mediana MN (fig. 3.19).

A M B B!
GF
£ E N 0

Fig. 3.19. Determinarea pozitiei centrului de greutate al epurei presiunilor.

Epurele de presiuni pot fi triunghiuri si trapeze in cazul lichidelor sau
dreptunghiuri in cazul gazelor sub presiune, precum §i combinatii ale
acestor forme geometrice, in functie de problema completa studiata.

Aplicatia 3.7.
Un perete plan vertical dreptunghiular cu o latime de 5 =5m este
udat de apa, y=9 810 N/m? , pana la o Tnadltime ~2=4m. Sa se traseze

epura de presiuni si sd se determine forta de presiune care actioneaza
asupra peretelui.

Solutie

Marimea fortei de presiune pe perete este egala cu volumul epurei de
presiune

FP=Gb=%yh2b=%-9810-42 .5=392,4-10° N.
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Pt /

Z F /
= ” ;
!
!
4
. h i
F r
P -l /
=0 <t

Lﬂﬁ+fx

Fig. 3.20. Epura de presiune pentru o stavila plana verticala.

Directia de actiune a fortei (suportul fortei) trece prin centrul de
greutate al epurei de presiuni (fig. 3.20); asadar centrul de presiune C se
afla pe axa verticala de simetrie a peretelui dreptunghiular vertical la
adancimea

3.7.3. Forte de presiune pe suprafete curbe deschise

Se considera un rezervor care contine un lichid cu presiunea pe
suprafata libera egald cu cea atmosfericd. Se adoptd un sistem de axe cu
planul xOy in planul suprafetei libere si cu axa verticald Oz orientatd in jos
(fig. 3.21). Fie o suprafatd oarecare S, udata de lichid numai pe o fata,
cealaltd fiind in contact cu presiunea atmosfericd (S constituie o portiune
din peretele rezervorului).

Daca se considerd un punct oarecare al suprafetei S, in care presiunea
fluidului este p , atunci forta elementard de presiune corespunzatoare unui
element de suprafatd dS in jurul punctului este

dFp=—pnds. (3.91)
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Fig. 3.21. Actiunea unui fluid in repaus pe o suprafatd curba deschisa.

Pentru un perete curb sistemul de forte elementare d Fp se reduce in

orice punct la un torsor format din rezultanta F]; =— J- J- pndS siun cuplu

S
al carui moment este functie de punctul de reducere (de obicei originea

sistemului de axe, deci M, =— J- J?x pndS). In Mecanica fluidelor se
S
procedeaza astfel: se inlocuieste torsorul (F P, M 0) al fortelor elementare

de presiune cu un sistem de forte, Fp,, Fp,, Fp, , paralele cu axele de

coordonate; aceste forte sunt in general neconcurente. Se proiecteaza
fiecare forta elementard pe axele sistemului de coordonate considerat si
rezulta

dFp =dFp, i+dFp, j+dFp, k, (3.92)
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unde

dFp, =dFp i==p(ni)dS = pds,,

dFp, =d17;}'=—p(?z j)ds=pds,,
dFp, =dFp k=-p(nk)ds=pds..

Aici, dS,,dS), si dS, sunt ariile proiectiilor algebrice ale elementului de

suprafata dS al peretelui pe planele yOz, xOz §i xOy si reprezinta elementele
de arie ale proiectiilor Sy, S, si S, ale suprafetei S pe planele sistemului

de coordonate.

Rezultanta Fp, a fortelor elementare paralele cu axa Ox are marimea

Fp, = ﬂ.p ds,
s,

(3.93)

st trece prin punctul C, al suprafetei S, suportul sdu trecand prin centrul de

. ' . . o, .
presiune C, al arie1 S, de vector de pozitie

[[r pds,
— S

7 ffras.
SX
Analog

Fp, = ”p ds, , e

y
Sy

si

(3.94)
_”7 p dSy
PR B (3.95)
”p ds,
Sy
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I pas.

Fp = ds. , e e 3.96
Pz é”p z I” J-J-pdS ( )

z

S:

Actiunea fluidelor usoare in repaus pe un perete curb
In acest caz presiunea poate fi considerata constanta si prin urmare

Fp,=pS, , roo=ro (3.97)
Fpy=pSy . Tg =rg (3.98)
Fp,=pS, , roo=rg (3.99)

Fortele echivalente sunt paralele cu axele de coordonate si trec prin
centrele de greutate ale proiectiilor algebrice ale suprafetei S a peretelui pe
planele de coordonate.

Actiunea fluidelor grele in repaus pe un perete curb

In cazul fluidelor grele, presiunea in punctul curent al peretelui,
situat la adancimea z, este p =y z si rezulta

jjrzds

Fp. = [[pds, = ”yzdezyzG;c S., rC;C ‘ﬁ (3.100)
S, S, G, ¥
_UrzdS

pr=jjpdsy=jjyzdsy=yzG. Syt = 5 — (3.101)
s, s, Y %G, Py

Fp.=[[pds. = [[yzdS.=yV: rp =2 —=15(V). (3.102)
SZ SZ
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Forta Fp, trece prin centrul de greutate G al volumului corpului de
presiune V', cuprins intre suprafata curba deschisa S din spatiu si proiectia
el S, pe planul presiunii atmosferice .

Concluzii

1. Fortele orizontale se determind analog cu forta exercitatd de un
lichid pe o suprafatd pland, in care rolul suprafetei il joacd proiectiile
algebrice al suprafetei curbe pe planurile yOz si xOz. Daca o proiectie
algebrica este nula, atunci forta corespunzatoare este nula.

2. Forta verticala este egald cu greutatea lichidului cuprins intre
peretele curb si proiectia sa pe planul xOy, directia ei trece prin centrul de
greutate G al acestui volum.

Aplicatia 3.8.

Sa se determine forta de presiune cu care apa, de greutate specifica
v, actioneaza asupra stavilarului cilindric de diametru D si lungime L
(fig. 3.22).

Solutie
Suprafata udatd este o jumatate de cilindru. Sistemul de axe se alege
astfel incat planul xOy sa fie planul suprafetei libere, iar axa Oz cu sensul

pozitiv in jos, trece prin centrul de greutate al cilindrului. In acest caz
componentele fortei de presiune sunt:

FPE \

Fig. 3.22. Stavila cilindrica.
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Fpy =7 hg S=Y§LD=%YLD2,

Fp, =0 (deoarece proiectia suprafetei udate pe planul xOz este nula),

Fp.=Fp.04 = Fpoap =Y Voua =Y Vasoa ==Y (Vizos —Vouu') =

2

1 nD Y 2

=—yV =—y——L=——nD"L.
YY04B Y2 A 3

Semnul minus aratd ca forta Fp, este orientatd in sus.
Actiunea apei asupra stavilarului se reduce la doua forte, Fp, si

E , situate in planul vertical xOz , cu suporturile trecand respectiv prin
punctele de coordonate (O, 2—Dj si (Z—D, D
3 3 2

actioneaza in planul y =0, are modulul

2 2
FP=,/F1§X+F1§Z:YD2L 1+’1‘—6 =0,635y D L

j. Rezultanta acestor forte, F];

si directia data de o =arctg (Fp, / Fp, ) =arctg (n/4), fata de orizontala.

Aplicatia 3.9.
Fie o stavild segment de raza » si lungime /, care permite realizarea
unei acumulari de apa de adancime /4 (cu greutatea specifica y). Sa se

determine componentele fortei de presiune care actioneaza pe stavila (fig.
3.23).

Solutie
Deoarece fiecare fortd elementara dFp trece prin Q, sistemul

fortelor dFp se reduce la o rezultantd unica al carui suport trece prin Q.

Modulul forte1 orizontale Fp, care actioneaza pe stavila este

Fp, =7 hg Sx=y(h—§jrz.
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Y=

Fig. 3.23. Stavild segment.

Suportul fortei F—Px se afla la distanta d; fatd de fundul rezervorului, deci

r3
]x' r E
h_dlth+h—=h E'i‘ N
G (h—rjrl
2
rezulta
2
dl=£— r
2 6(2h—r)

Forta F—Py este nula, proiectia suprafetei stavilei pe planul xOz fiind

o curba.
Modulul forte1 verticale Fp, este
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2
szzszy{nTr+r(h—r)}l

si este orientatd in sus. Suportul fortei verticale de presiune trece prin
centrul de greutate al volumului corpului de presiune. El se afld la distanta
d de articulatia Q. Aplicand teorema lui Varignon in raport cu punctul Q si
tinand seama ca momentul rezultant este nul, se obtine

Fp, (r—dy) - Fp, d =0 de unde rezulta dz(FPx/FPZ)(r—dl).

3.7.4. Principiul lui Arhimede

Se considerd un corp de volum V' limitat de o suprafatd inchisa S,
scufundat intr-un lichid. Se alege un sistem de axe Oxyz in care xOy este in
planul suprafetei libere a lichidului, iar axa Oz este verticald, cu sensul
pozitiv 1n jos.

Rezultanta fortelor de presiune pe frontiera § a corpului este
Ez— I I pﬁdS. Aplicand formula lui Gauss-Ostrogradski se transforma

S
integrala de suprafata intr-o integrala de volum si se obtine

Fp=={[pnds=-[[[grad pdV (3.103)
S |4

Din ecuatia lui Euler pentru statica fluidelor, 7, =(grad p)/p (3.3), cu

forta masicd pe unitatea de masa, I*Tn; = gl;, rezultd, grad p=p gl;.
Asadar, fluidul exercitd asupra corpului forta

Fp=-|[[pgkdV=-pgVk. (3.104)
|4

Momentul rezultant al fortelor elementare de presiune in raport cu
originea sistemului de axe este

M =—{[(rxnp)ds = ”(pr?)ds . (3.105)
S S

Se transforma integrala de suprafata intr-o integrala de volum si rezulta
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M= J;_[(;axp;)dS= g_[rot(p;)dv= _g_[(gradpx;+prot;)dv=

= ‘[‘[‘[(gradpx;)dﬁ/’:pgl;x ” rdVv . (3.1006)
174 |4

Considerand % , centrul de greutate al volumului dezlocuit de corp,
expresia momentului devine

—_

M=pgl§x%-V=%x(—ng/;)=%xFP. (3.107)

Insa, momentul fortei rezultante in raport cu originea este M '= % x Fp si

in concluzie, tindnd seama de teorema lui Varignon, M'=M sau 7o =15

sau C=G.
Forta portanta ce actioneazad asupra unui corp cufundat intr-un lichid

se numeste forta arhimedricd, F,=Fp=-pgV k. Suportul acestei forte

trece prin centrul de greutate C denumit centru de carena, al volumului V'
de lichid dezlocuit (denumit volum de carena).

Principiul lui Arhimede: un corp cufundat intr-un lichid este supus
din partea acestuia actiunii unei forte verticale portante egala in modul cu
greutatea volumului de lichid dezlocuit de corp. Suportul fortei portante
trece prin centrul de greutate al volumului de lichid dezlocuit de corp.

3.7.5. Plutirea corpurilor

Asupra unui corp de volum V', complet imersat intr-un lichid, aflat
in stare de repaus actioneaza doua forte: forta de greutate % =P, ng;,
unde p,, este densitatea medie a corpului, aplicatd in centrul de greutate al
corpului si forta arhimedrica ITAz—p gVCl;, al carui suport trece prin
centrul de carend. Volumul de carend V- este egal cu volumul V' al

corpului, pentru un corp complet imersat.
Lasand corpul liber pot apare trei cazuri.
1. Modulul fortei de greutate F; =p,, gV este mai mare decat

modulul fortei arhimedrice Fy=pgV,-=pgV, corpul coboard vertical
pana atinge fundul rezervorului.



3.STATICA FLUIDELOR 109

2. Modulul fortei de greutate este egal cu modulul fortei arhimedrice
F; =F,, corpul rdamine in repaus in pozitia in care se afla. Situatia
corespunde plutirii In imersie, pentru care V- =V".

3. Modulul fortei de greutate este mai mic decat modulul fortei
arhimedrice p,, gV <pgV, corpul se ridica la suprafata libera a lichidului
si iese partial din lichid. Prin ridicarea deasupra suprafetei libere, volumul
de carena se micsoreaza si marimea fortei arhimedrice scade pana cand
ajunge sa fie egald cu modulul fortei de greutate p,, gV =pgV,, corpul
plutind la suprafata lichidului.

Se numeste plutirea unui corp, proprietate acestuia de a ramane in
stare de repaus, atunci cand este ldsat liber intr-un lichid. Conditia de
plutire este: modulul fortei de greutate a corpului Fi; =p,, gV este egal cu

modulul fortei arhimedrice Fy =pgV.
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Capitolul 4

CINEMATICA FLUIDELOR

Cinematica fluidelor studiaza miscarea fluidelor fara a tine seama de
fortele care determind miscarea si de transformarile energetice produse.
Rezultatele obtinute de cinematica sunt valabile indiferent daca fluidul este
VASCOS sau Nevascos.

4.1. Notiuni de cinematica fluidelor

Cinematica fluidelor defineste unele notiuni fundamentale care
descriu curgerea fluidelor.

Definitii

e Curentul de fluid reprezinta un mediu fluid in miscare.

e Linia de curent reprezinta infasuratoarea la un moment dat ¢ a
vectorilor vitezd corespunzatori particulelor fluide situate pe ea. Linia de
curent este o curba tangenta in fiecare din punctele sale vectorului viteza al
particulei fluide care trece la momentul ¢ prin acel punct (fig. 4.1). Liniile
de curent sunt, prin urmare, liniile de forta ale campului vectorului viteza la
momentul 7.
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Fig. 4.1. Linia de curent.

O metoda pentru a vizualiza liniile de curent este de a introduce o
serie de particule solide in suspensie intr-un fluid in miscare. Daca se
realizeaza o fotografie cu un timp de expunere foarte mic Ar,
corespunzator fiecarei particule se vizualizeaza o serie de benzi relativ
scurte. Linia mediana a acestor benzi indicd directia vitezei particulei
corespunzatoare, lungimea ei fiind proportionald cu aceastd viteza.
Observand totalitatea vitezelor particulelor se obtine campul de viteze la un
moment dat ¢ Campul este cu atat mai exact cu cat particula este mai mica
si timpul de expunere mai mic.

In cazul miscarilor permanente liniile de curent sunt aceleasi in orice
moment (fig. 4.2) , In timp ce in cazul miscarilor nepermanente, liniile de
curent se modifica in timp (fig. 4.3).

?(M ,t)
v (P,t) M
. P
7 (R,1) B
Vidd,
i C(d,1) (%)
' [M ,’E)
Fig. 4.2. Linia de curent pentru Fig. 4.3. Linii de curent pentru

miscari permanente. miscari nepermanente.
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Se utilizeaza notatiile: B, P, particule fluide, M punct fix, C(M,¢) linia de
curent la momentul ¢ trecand prin punctul M; C(M,t) linia de curent care

trece prin acelasi punct M , dar la un alt timp t>¢. In figura 4.4. se
prezintd doud exemple de linii de curent.

e 2 2
——— —— — — — — ]
— — — —— — — — e —]
T rF I T FFTEryFrrrrrrrsrrrs

a) Curgerea printr-un orificiu b) Curgerea intre doua placi plane paralele

Fig. 4.4. Exemple de linii de curent.

Ecuatiile diferentiale ale liniilor de curent la momentul ¢ se scriu sub
forma vectoriald V' xdr=0 sau sub forma unui sistem de ecuatii
diferentiale,

dr dy dz (4.1)

u(x,y,z,t) v(x,y,z,t) w(x,y,z,t)’

unde timpul ¢ este considerat ca fiind parametru.

Liniile de curent au urmatoarele proprietati:

1) liniile de curent umplu in intregime spatiul ocupat de fluid
(ipoteza mediului continuu);
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2) in general liniile instantanee de curent nu se intersecteaza
(exceptie fac punctele critice in care viteza este nuld sau infinita).

e Traiectoria unei particule se defineste ca drumul parcurs de aceasta
particuld n miscarea sa. Traiectoriile pot fi vizualizate urmarind drumul
parcurs de particule solide in suspensie intr-un fluid. Daca se utilizeaza
pentru vizualizare fotografierea, atunci timpii de expunere trebuie sa fie cat
mai lungi si numarul de particule redus.

Ecuatiile vectoriale ale traiectoriilor sub forma vectorialad sunt

—

dr = V(r,t)dt, (4.2)

sau sub forma unui sistem de ecuatii diferentiale,

N (4.3)

u(x,y,z,t) v(x,y,z,t) w(x,y,z,t)

Se obtin trei ecuatii diferentiale In care timpul ¢ este o variabila
independenta. Se observa ca vectorii tangenti la o traiectorie sunt vectorii
viteza a aceleasi particule fluide P, dar la momente diferite #,17, #3

(fig.4.5).

V(P ___Ei(_jj’ﬁ-lr

Fig. 4.5. Traiectoria unei particule de fluid.

In general, pentru misciri nepermanente, traiectoria este diferitd de
linia de curent. In cazul miscarilor permanente, caracterizate prin marimi
fizice independente de timpul ¢, liniile de curent se confunda cu
traiectoriile.

e Suprafata de curent este suprafata formatd de liniile de curent care
se sprijina pe o curba oarecare, numita curba generatoare.

o Tubul de curent este suprafata de curent generatd de o curba
inchisa, simpla (notata C ) care nu este o linie de curent (fig. 4.6).
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Fig. 4.6. Tubul de curent.

o Sectiunea unui tub de curent este o suprafatd oarecare, strabatuta
de liniile de curent si limitata de tub; sectiunea poate fi normala (ortogonala
sau dreaptd) sau nu.

o Tubul elementar de curent este tubul de curent a carui sectiune
normald este suficient de micd pentru a putea admite pe ea o distributie
uniforma a vitezelor si presiunilor

o Firul de curent este fluidul din interiorul unui tub elementar de
curent.

o Perimetrul udat este linia de contact a lichidului cu peretele solid
in sectiunea normala dati. In cazul curgerii sub presiune intr-o conducta,
acesta este perimetrul sectiunii conductei, spre deosebire de curgerile cu
suprafata libera, pentru care perimetrul udat nu contine si linia de contact
cu atmosfera.

® Raza hidraulica este o marime liniarda data de raportul intre aria
sectiunii normale si perimetrul udat R = 4/P. Unitatea de masura pentru
raza hidraulica este metrul.

o Debitul unui curent de fluid printr-o suprafatd orientatd S este
fluxul vectorului viteza prin acea suprafata

Q=|[Vnds| m’ss, (4.4)
S

unde ¥ este vectorul viteza intr-un punct al suprafetei S, iar n este normala
la suprafatd in punctul considerat. Debitul definit prin relatia (4.4)
reprezintd volumul de fluid care trece prin suprafata S in unitatea de timp,
Q=dV/dt, fiind numit si debit volumic (de volum). Analog se poate
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defini debitul masic (de masa) Oy, si debitul gravimetric (de greutate) Qg
prin formulele

O =" = Sjpﬁds [ke/s] | (4.5)
0 = =20y [NK]. (4.6)

o Viteza medie a fluidului printr-o suprafatd se poate defini cu
formula

O 1 (-
Vmed —E—EJVH dS . (47)

o Circulatia vitezei de-a lungul unei curbe oarecare 4B se defineste
prin integrala curbilinie

Tap= [Vds= [V,ds, (4.8)
AB AB

unde ds este elementul de arc al curbei AB, orientat, iar ¥, este
componenta tangentiald a vitezei.

Fig. 4.7. Circulatia pe curba inchisa C.

In cazul in care curba de-a lungul careia se face integrarea este o
curba simpla inchisda (C), atunci circulatia vitezei pe curba inchisa (C)
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poate fi exprimatd cu ajutorul unei integrale de suprafatd. Dacd suprafata S
este o suprafatd oarecare care se sprijind pe curba (C), atunci se poate
aplica teorema lui Stokes

r=d¥ ds= [[rot¥ nds. (4.9)
C S

Pentru miscari rotationale exista notiuni specifice.
e Vectorul vartej al unei particule de fluid este vectorul definit prin
egalitatea

—

co=%rotl7. (4.10)

Miscarea unui fluid se numeste rotationala daca in domeniul ocupat de

fluidul in miscare ©# 0. Miscarea unui fluid se numeste irotationala
(potentiala) daca in tot domeniul ocupat de fluidul in miscare rotorul
vitezei este nul @ =0.

e Linia de vartej la momentul ¢ este curba tangenta la vectorii varte;
ai particulelor care la un moment dat se gasesc in punctele de pe aceasta
curba. Rezulta ecuatiile diferentiale ale liniilor de varte;,

dc dy dz
. .

oxdr=0 sau (4.11)

x Oy O

e Suprafata de vartej reprezinta totalitatea liniilor de vartej ce trec
printr-o curba ce nu este linie de vartej. Daca aceastd curba este inchisa,
suprafata de vartej formeaza un tub de vartej.

o [ntensitatea unui tub de vartej se defineste ca dublul fluxului
vectorului vartej printr-o sectiune oarecare S a tubului,

I(S,;Z):zjjcBIZdS: [[rot V nds. (4.12)
S S

Aplicatia 4.1
In miscarea permanentd pland a unui fluid incompresibil, campul
vitezelor are expresia V' =xi— y j . Sa se determine viteza si acceleratia in

punctul A(],Z) si sa se scrie ecuatia liniei de curent care trece prin acest
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punct. Sa se scrie ecuatiile traiectoriei particulei fluide care la momentul
t =0, se afla in punctul 4.

Solutie

Viteza in punctul 4 are componentele u =1-1=1m/s,v=-1-2=-2m/s.
Componentele acceleratiei sunt

ou  Ou ov  0ov
ax=u§+v5=x-l—y-0=x, ay=u§+v§=x-0—y-(—l)=y

si se obtine
a,(1,2)=1m/s*>, a,(1,2)=2m/s".
Ecuatiile liniilor de curent sunt

%zd_ngzd_y: Inx=-lny+C'=>xy=C.
7Y x -y

Impunénd conditia ca hiperbola de ecuatie xy =C sa treaca prin punctul 4

se determina constanta C, rezultind C =2.
Ecuatiile traiectoriei sunt

dx
—:u:x,
dt
dy
—_— =y =— )
dr Y

cu conditiile initiale
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Constantele C; si C, se calculeaza din conditiile initiale. Se obtine:

Prin eliminarea parametrului ¢ rezulta hiperbola xy =2.

4.2. Teorema lui Lagrange si teoremele lui
Helmholtz pentru miscari rotationale

Miscdrile rotationale sunt adeseori intalnite in tehnica si prezintd o
importantd practica deosebitd. In continuare se prezinta cateva din
teoremele fundamentale ale vartejurilor.

Teorema lui Lagrange

Fie D, un domeniu fluid si D(¢) imaginea sa la momentul ¢
Domeniul D(t) este format din aceleasi particule fluide care la momentul
t =t, ocupau domeniul D,. Miscarea se numeste irotationala in domeniul

D, dacd rot ¥ =0 in orice punct din domeniu.
In ipotezele: cdampul fortelor masice admite un potential U,

F,=—gradU i fluidul este barotrop p=p( p), caracterul de

irotationalitate al miscarii se conserva [26].
In concluzie, dacd miscarea este irotationala in Dy, atunci va fi

irotationala si in D(¢), iar dacd miscarea este rotationald in D, atunci va fi

rotationald §i in D(7).

Teoremele lui Helmholtz relative la tuburi de vartejuri
Fie C o curba inchisa si fie tubul de vartej la momentul ¢, generat de
curba C . Se considera doua sectiuni arbitrare S; s1 S, ale tubului de vartej

si se noteazd cu S; suprafata laterald a tubului .
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Prima teorema a lui Helmholtz
Intensitatea tubului de vdrtej este constanta in lungul acestuia,
1(Sy,m)=1(S5, my). (4.13)

Pentru demonstratie, se considera un tub de vartej care ocupd la
momentul ¢ un domeniu D(¢), marginit de suprafata 0D =S, U S, U S,

(fig. 4.8).

—

Se noteaza cu n normala exterioara la frontiera 0D si anume

— —

I’ZSI =—m, n

RN

S2 =n2, I’Z‘SL :I’ZL.

Fig. 4.8. Tubul de varte;.

Utilizdnd

teorema lui Gauss si Ostrogradski si conditia de

e . c o — 1 o .
solenoidalitate a campului vartej, diveo=—divrot}) =0, se observa ca

fluxul vartejului ® printr-o suprafata inchisa este egal cu zero,
jj&ﬁdo:j”divédrzo; (4.14)
oD D

rezulta
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jj 5;zdc5=”o_);zdc+ﬂ6;1dcs+ jj&ﬁdcs:o. (4.15)
S| S, S,

NEUAVAY

Ultima integrala este nuld deoarece oLln pe suprafata S; . Se obtine

—cho‘ladc+ ”@@dczO sau 2Iﬁad0=ZIj(0‘2@d0- (4.16)
S S Si 5

Intrucat sectiunile S},S, sunt arbitrare, [ (Sl,n_{) =/ (Sz,@) s1 teorema
este demonstrata.

Intensitatea tubului de vartej poate fi calculatd ludnd ca sectiune
orice suprafatd X care se sprijind pe curba suport C. Orientarea n a lui

determind unic sensul de parcurs a lui C (fig. 4.9). Intensitatea tubului de
vartej se calculeaza cu ajutorul teoremei lui Stokes.

)

Fig. 4.9. Definirea intensitatii tubului de varte;.

Intensitatea tubului de vartej este egala cu circulatia vitezei pe curba
suport C,

1(2,n)=2fondo =2 [frotV nds =¥ ds=T(C). (4.17)
by Y C

Un tub de vartej nu se poate termina in fluid. Pentru a demonstra aceasta
afirmatie se considera un tub de vartej elementar, in care variatia vectorului
vartej n sectiunea transversala S este neglijabild. Conform primei teoreme
a lui Helmholtz,

(DISI =0)2S2 . (418)
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Daca tubul de vartej s-ar termina in fluid atunci S, -0 s1 0, — o0, ceea

ce este imposibil. In naturd se cunosc trei cazuri in care pot exista tuburi de
vartej:

1) cele doua extremitdti ale tubului coincid formand inele de vartej;

2) cele doud extremitati se afla pe suprafata libera, pe un perete solid
sau eventual pe o suprafatd de separatie a fluidelor (in figura 4.10 sunt
prezentate formele posibile ale unui tub de vartej intr-un domeniu fluid
limitat);

3) una din extremitdti se departeaza la infinit (de exemplu, dara
aerodinamica).

Fig. 4.10. Tipuri de tuburi de vartej intr-un domeniu fluid limitat.

A doua teorema a lui Helmholtz

Intr-un fluid nevascos supus actiunii fortelor masice potentiale, un
tub de vartej este constituit totdeauna din aceleasi particule fluide .

A treia teorema a lui Helmholtz

Intr-un fluid nevdscos supus actiunii fortelor potentiale, intensitatea
tubului de vartej este constanta in timp [25], [26] .
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4.3. Ecuatia continuitatii

Se numeste volum material un volum de fluid A(¢) limitat de o

suprafatd inchisa X(¢), definitd astfel incat viteza fiecdrui punct
V= 17(;, t) de pe suprafata > este aceeasi cu viteza particulei fluide care

se gaseste in acest punct. Volumul material se deplaseaza odata cu fluidul
si contine aceleasi particule fluide, iar suprafata X este impermeabila.

Se numeste volum de control V', un volum limitat de suprafata de
control inchisa S, astfel incat fiecare punct al suprafetei se deplaseaza cu

viteza Vd(?, t), diferitd de viteza particulei fluide V(;, t) care trece prin

acest punct la momentul considerat. Suprafata S este perfect permeabila si
in general nedeformabila.

4.3.1. Derivata totala, in raport cu timpul, a unei integrale pe un
volum in miscare

Fie volumul de control V', limitat de suprafata S, ale carei puncte se
deplaseaza cu viteza Vd(;,t) fata de sistemul de coordonate (Ox yz) (fig.
4.11).

Se noteazd [= ”jx(;,t)d V', unde 1y este densitatea unei

proprietati, reprezentata printr-o functie continua si derivabild in interiorul

: 9 ds e
suprafetei de control. Intereseaza valoarea e Conform definitiei
t

integralet,

[[[ x(rt+ae)dv— [[[x(r.)dv

mx(r ()dV == lim 4Gy Vi)

At—0 At

l‘
(4.19)

unde V(7) este volumul de control la timpul 7, limitat de suprafata
AMBN, V(t+At) volumul de control la momentul ¢+ A¢ limitat de

suprafata A'M'B'N', iar X(;,t) campul densitatii proprietatii considerate
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la un momentul ¢ si x(;,z‘ + At) campul densitatii proprietatii considerate

la un momentul ¢ + A¢;

I )x(?,tmt)d\v- [I[ x(r.t)av

a _ V(t+At V(1+At) N
dt A0 At
(4.20)
I xlrr)av = [[[x(rr)av
+ lim AGL) 40 =L +1,.
At—0 At
IilJZ
&

 J

Fig. 4.11. Evolutia unui volum de control.
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Primul termen al relatiei, notat cu /;, reprezintd derivata partiala sub

semnul integrala a functiei x(;,t) , In raport cu parametrul ¢,

1l )X(?,HAI,‘)d\V— [l x(?,t)d\V

I = lim V(t+At V(t+At) _ J‘J‘J‘Mdv
|4

At—0 At ot
(4.21)

Pentru a calcula cel de-al doilea termen, notat cu /,, se observa ca
suprafata inchisa de frontiera AM BN si suprafata inchisa de frontiera
A’M’B’N’ au o parte comuna marginitda de frontiera A "M BN, ce inchide
un volum V,. Volumul inchis de suprafata AM BB"M'A"A se noteaza
V], 1ar volumul inchis de suprafata 4 ’N’B’B"’N A’’A’ cu V5. Se poate scrie

I alre)av = [[fx(r.r)av
) 40)

I, = lim V(1+At _
At—0 At
I[Je(re)av+ [[fu(re)av = [[fu(re)av = [[fe(r.c)av
lim 2 & 4 = =
At—0 At
I[fx(r)av = [[fulr.e)av
= lim 3 4 . (4.22)
At—0 At
Observatii

Fie un punct P de pe frontiera S a volumului V(t) :

1) In intervalul de timp Az — 0 punctul P se deplaseazi in P’
distanta parcursi fiind PP' = 70 At.

2) Suprafata AMB (numitd suprafatd de intrare) este acea parte a
frontierei S pentru care nPP'<0 si suprafata ANB (numita suprafatd de
iesire) este acea parte a frontierei S pentru care n PP'>0. Cand P descrie

AMB , vectorul PP fiind dirijat spre interiorul domeniului V', genereaza
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domeniul ;U W, U Vs. Domeniul 73UV, UV este generat de PP' cand
P descrie portiunea de suprafatda ANB.

3) Elementul de volum al domeniului V3 UV, UVs poate fi
exprimat prin dV = +%2At dS pentru dS e S g si elementul de volum
al domeniului V; UV, UVs poate fi exprimat prin dV =-V,nArdS

pentru dS € S 4,5, deoarece nPP'<0.
4) Volumele V,s1V5 pot fi adunate si1 scazute fard a modifica
valoarea integralei /,.

Tinand seama de aceste observatii, integralele de volum din termenul
1, al relatiei (4.20) se transforma in integrale de suprafata, astfel incét

J[ x(re)vonacds— [ x(re)(-Vo)nacds

I = lim S4vs S mB _
2 At—0 At
(4.23)
[[ x(r.t) Vo natds
= Altigo SamBN - = (:‘;:f X(;,Z) VO nds,

deoarece punctele A" si A’ respectiv B"” si B' tind catre 4 respectiv B,
cand At— 0. In concluzie, derivata totald a integralei /= Ijjx(;,t)dV
|4

este
. oy (7, o
8 o= [P0 ey sl ries. o
Vv v S

Conform formulei integrale Gauss-Ostrogradski integrala pe suprafata S se
transforma in integrala pe volumul V' si relatia anterioara poate fi scrisa
sub forma
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o - [ 25 a7 -

S (4.25)
jj X(”) +(re)divig [dV.

Relatiile (4.24) si (4.25) reprezinta teorema transportului (a lui Reynolds).
4.3.2. Ecuatia continuitatii in cazul general
Pentru un volum de control ecuatia continuitatii se deduce utilizand

derivarea integralei pe un volum Tn miscare (teorema transportului), unde
densitatea proprietatii este masa volumica sau densitatea p a fluidului,

X(?,z) = p(?,z) : (4.26)

Se obtine relatia

& fioGeapr= 1 Dev s glies.

Se considera ca volumul de control V' este si un volum material, la
momentul ¢, asadar Vj =V . Utilizandu-se relatia Gauss-Ostrogradski se
deduce

d . op(r,t _ -y —
agjp(r,t)dV=g (at )+d1V(p(r,t) V) dv, (4.28)

Sau

%mp(;,t)dvzﬂ o +p(r.t)divV [dV . (4.29)
%4 Vv
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Pentru un volum material este valabila legea conservarii masei (2.7)

% J- J- J- pdt=0. Pentru un volum material oarecare AcV, legea

v
conservarii masei devine

o . =
jAj a—?+d1v(pV)}dr=O, YACV (4.30)

Sau

ﬂ @+pdivr7}dr=o VACV. (4.31)
V| dr

In cele ce urmeaza se enuntd lema fundamentala: daca pentru o

functie scalara, vectoriala sau tensoriala f (r) definita si continud intr-un

domeniu A, este valabila egalitatea If(x)d‘t =0, VAcCV atunci
A
f(‘r’) =0inV.

Conform acestei leme daca % + div(p 17), respectiv % + p div V sunt

functii continue, atunci
@+divpr7=o (4.32)
ot

sau
%+pdivl7=0. (4.33)

Ecuatia continuitatii se scrie si sub forma

o olpu)  Alpv)  olew) _, (4.34)
ot ox oy 0z
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Sau

dp, pfou v, om) g (4.35)
dr ox Oy Oz

Cazuri particulare
1. Miscarea permanenta, fluidul compresibil

o(pu) N d(pv) . o(pw)

div(p 17) =0 sau o & .

=0. (4.36)

2. Miscarea permanentd sau nepermanentad, fluid incompresibil

du v ow_

divi=0 sau + =+ 0 . (4.37)
ox Oy Oz

Aplicatia 4.2.

Componentele  vitezei unei curgeri  bidimensionale  sunt
u=-y s v=x.

a) Sa se precizeze daca aceste componente satisfac ecuatia
continuitdtii pentru un fluid incompresibil.

b) Sa se arate ca cercul x>+ y2 = a” este o linie de curent.

Solutie

a) Ecuatia continuitatii pentru un fluid incompresibil bidimensional
este

ou ov

—+—=0.

ox Oy

Se observa ca ecuatia continuitatii este satisfacuta.
b) Din ecuatiile diferentiale ale liniilor de curent se obtine succesiv

%=d—y:> £=d—y:> xdx + ydy =0
u v -y X
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2

si rezultd x~ + y2 = const. Se poate considera constanta egala cu a? si se

obtine X+ y2 =a’.

Familia de curbe reprezentand liniile de curent este o familie de
cercuri care cuprinde si cercul in discutie.

4.3.3. Ecuatia continuitatii pentru un tub de curent oarecare

In multe aplicatii practice, cum este cazul curgerii prin conducte
circulare, intereseaza forma ecuatiei de continuitate pentru un tub de
curent.

Se considerd un tub de curent cu suprafata laterala S; si doud

sectiuni transversale S, suprafata de intrare i S,, suprafata de iesire
(fig. 4.12). Tubul de curent fiind un volumul de control V', marginit de
suprafata S =S5, U S, U S, , este valabila ecuatia continuitatii

m ( )dV+g[:§p(rz)VndS 0. (4.38)

Fig. 4.12. Tubul de curent oarecare.
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Normala exterioara are valorile n = —n_{ pe suprafata de intrare S,
n= E pe suprafata de iesire S, si n= E pe suprafata laterala S .
Deoarece pe S, V L n,rezultd cd Up VndS=0 si relatia (4.38) devine

SL
M%av +dfor s = [[[Lav - [fo7m s, + [Jo 75 n; ds, =0;
v S v o S, S,
(4.39)
rezulta
mg—fd“’ = [[o¥any ds, — [[oVin dS; =0y, — Oy, (440)
|4 S, S,

Ecuatia continuitatii pentru un tub de curent se interpreteaza astfel:
variatia masei de fluid dintr-un tub de curent in unitatea de timp este egala
cu diferenta dintre debitul masic intrat in tubul de curent si debitul masic
iesit din tubul de curent.

Cazuri particulare

1. Migcarea permanenta % =0, fluid compresibil,
[[o72ny a8y = [[p 7 n dS; =0y (4.41)
S2 Sl

Debitul masic prin orice sectiune a tubului de curent este constant.

2. Fluid incompresibil, miscare permanenta sau nepermanenta,

[[72nyds, = [[rm ds; = 0. (4.42)
SZ Sl

Debitul volumic prin orice sectiune a tubului de curent este constant.
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4.3.4. Ecuatia continuitatii pentru un tub de curent elementar

Curgerea fluidului intr-un tub de curent elementar poate fi
consideratd unidimensionald, pozitia unui punct oarecare pe axa tubului
fiind determinatd de o singura coordonata, abscisa curbilinie s. Viteza 1%
are o singurd componenta ¥ (s,?).

Fig. 4.13. Suprafata de control pentru un tub de curent elementar.

Fie o suprafata de control S, formata din doud sectiuni normale S
s1 S5, situate la distanta ds masurata in lungul axei tubului de curent si din
suprafata laterald corespunzatoare S; (fig. 4.13). Se considerda ca
particulele de fluid de densitate p, care traverseazd sectiunea de intrare S,

de arie S, au viteza de modul V. Conform principiului conservarii masei,
cresterea masei fluidului continut in volumul de control in intervalul de
timp ds este egala cu diferenta dintre masa de fluid intratd prin sectiunea
Sy st masa de fluid iesitd prin sectiunea S,

(des+Wdt}—pSds=detS—£detS+stJ
s

(4.43)
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deci,

d(p S ds) dtz_a(detS)

ds . (4.44)
ot os
Simplificind, se obtine ecuatia continuitatii pentru miscarea
permanenta a unui fluid compresibil intr-un tub de curent elementar de
sectiune variabila,

a(pS) . o(pV S)

=0. 4.45
ot Os ( )

Cazuri particulare

1) Pentru o miscare nepermanenta a unui fluid compresibil, peretii
tubului fiind rigizi 0S/0¢ =0, ecuatia de continuitate devine

g, (pVS)

=0. 4.46
ot os ( )

2) Daca se studiazd miscare nepermanentd a unui fluid
incompresibil, peretii tubului fiind rigizi si de sectiune constanta in lungul
tubului, 0S/0t =0 s1 0S/0s =0, ecuatia de continuitate este

8_p+ o(pV)
ot os

~0. (4.47)

3) Pentru miscarea nepermanentd a unui fluid incompresibil, intr-un
tub de sectiune variabild S = S(s,¢), ecuatia de continuitate se scrie

s, oV s)
ot 0s

~0. (4.48)

4) Daca migcarea este permanentd si fluidul compresibil, conform
ecuatiei de continuitate, debitul masic este constant in lungul tubului de
curent si relatia (4.45) rezulta

pV S =const. (4.49)
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5) Pentru miscarea permanentd a unui fluid incompresibil, relatia
ecuatia continuitdtii are expresia

V'S =const, (4.50)

deci debitul volumic este constant in lungul tubului de curent.

4.4. Clasificarea miscarilor

Miscarile fluidelor pot fi clasificate dupa diferite criterii.

1) Dupa criteriul variatiei in spatiu a parametrilor miscarii se disting:
e curgeri spatiale (tridimensionale) pentru care componentele
vectorului vitezd depind de coordonatele x;,x,,x; ale punctului si de

timpul ¢, deci V = I7(x1, Xy, X3,1);
o curgeri plane (bidimensionale) pentru care vectorii viteza raman

paraleli unui plan fix (plan director) si componentele vectorului viteza
depind numai de coordonatele x;,x, si eventual de timpul ¢z, deci,

V = V(XI,X2,f);
e curgeri liniare (unidimensionale), pentru care viteza depinde de o
singura coordonatd, de obicei curbilinie s si de timp, V =V (s,¢).

2) Dupa criteriul variatiei in timp a parametrilor miscarii curgerile se
impart in:

® permanente (Stationare);

e nepermanente (nestationare).

Parametrii miscarilor permanente, viteza, presiune, masa volumica,
nu depind de timp. In acest caz, liniile de curent sunt curbe fixe,
independente de timp, confundate cu traiectoriile.

O miscare este nepermanentd cand campul vitezelor, al presiunilor si
al masei volumice depind de coordonatele x|, x,,x; si de timpul ¢ In

general intr-o miscare nepermanentd, traiectoriile si liniile de curent nu
coincid. Daca vectorii vitezd au directii fixe in fiecare punct din spatiu,
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insd intensitati variabile cu timpul miscarea este semipermanenta, liniile de
curent si traiectoriile coincizand.

3) Dupa criteriul naturii conturului tubului de curent se disting:

e curenti cu suprafata libera, pentru care o parte a sectiunii
transversale a lichidului este o suprafata libera, in contact cu presiunea
atmosferica;

e curenti sub presiune, cand intregul contur este marginit de pereti
solizi, presiunea fluidului fiind diferita de presiunea atmosferica;

e jeturi de fluid, caracterizate de faptul ca de-a lungul curentului, pe
conturul sectiunii transversale, fluidul este in contact cu un alt fluid.

4) Dupa criteriul modului de desfasurare a miscarii in lungul
curentului se discern:

e miscari uniforme, un caz particular de miscare permanenta in care
vitezele sunt nu numai constante in timp ci si egale ca intensitate in toate
punctele, liniile de curent fiind paralele;

e miscari neuniforme caracterizate prin variatia vitezelor, a
adancimilor si a ariilor sectiunilor normale in lungul curentului;

5) Dupa criteriul tipului cdmpului vitezelor se remarca:
e miscari potentiale sau miscari irotationale, pentru care

V= grad ¢, deci rot V=0;
e miscari nepotentiale sau miscari rotationale (turbionare) , pentru
care rotV #0 si existd un camp de vectori vartej asociat campului de

viteze V .

6) Dupa criteriul regimului de curgere se impart in:

e miscari laminare;

o miscari turbulente.

Curgerea laminara este o curgere ordonata, fard pulsatii ale vitezelor
si fard amestecul particulelor care se deplaseaza pe straturi, conservandu-si
individualitatea si traiectoriile.

Curgerea turbulentd se caracterizeaza prin pulsatit de viteze si
amestecul particulelor fluide deviate de la curgerea principald in directii
diverse si antrenate Tn miscdri rotationale. Traiectoriile sunt dezordonate,
imprevizibile si conduc la o difuzie rapida.
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Capitolul 5

DINAMICA FLUIDELOR NEVASCOASE

Dinamica fluidelor studiaza miscarea fluidelor si interactiunile lor cu
corpurile solide, tindnd seama de fortele care determina sau modifica starea
de miscare si de transformarile energetice produse in timpul miscarii.

Fenomenele de miscare ale fluidelor sunt deosebit de complexe. Din
acest motiv s-a apelat la scheme simplificate de fluid. Un asemenea model
este fluidul nevascos (ideal). Fluidul nevascos reprezinta o prima etapa in
abordarea studiului miscarii fluidelor reale.

5.1. Ecuatiile Euler pentru dinamica fluidelor
nevascoase

In toate mediile apar tensiuni tangentiale, care se opun alunecirii
straturilor unele peste altele. La fluide, in general aceste tensiuni sunt mici.
Cand se pot considera neglijabile, fluidul este considerat nevdscos sau
ideal. Fluidul nevéscos este definit ca avand tensiunile tangentiale nule,
tensiunile fiind colinare cu normala la elementul de suprafatd. Ecuatia
constitutiva a fluidului nevascos este
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0
0, (5.1)
1

1 0 0
={0 1 O] este tensorul unitate.
0 0 1

Pentru stabilirea ecuatiilor de miscare ale fluidelor nevascoase se
apeleaza la ecuatia lui Cauchy (2.55) si ecuatia constitutiva (5.1). Se obtine
ecuatia lui Euler pentru dinamica fluidelor nevascoase, sub forma
vectoriala

a=il=a—lgradp. (5.2)
t p

Sub forma indiciald, ecuatiile de miscare ale fluidelor nevascoase
sunt

10
1

Ecuatiile de miscare ale fluidelor nevascoase se pot scrie si
proiectand relatia vectoriala (5.2) pe axele de coordonate Ox, Oy, Oz,

[du 1p
d_szx P
t p Ox
<Q=me _l@_p, (5.4)
dr p Oy
dw 19
d_=sz ___p'
| dt p Oz

Sistemul are trei ecuatii §i cinci necunoscute: trei componente ale
vitezei u(x, y,z,t), v(x,y, z,t), w(x, y,z,t), presiunca p(x,y,z) si
densitatea p(x, y, z, ). Pentru a pune in concordantd numarul de ecuatii cu
numarul de necunoscute se adduga doud ecuatii, ecuatia continuitatii i
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ecuatia de stare p = p( p) pentru un fluid barotrop (un fluid este barotrop

daca masa sa volumica p este functie numai de presiune §i reciproc).

ou 8u+ 8_u+ 8_u=F _la_p,

_+ R
ot u@x v@y W@Z ™ pox

ov.  ov  0ov ov 1 op
—tu—+v—tw—-=F ——2
ot ox Oy 0z Y p oy
ot X oy 0z p Oz

(5.5)

Pentru un fluid incompresibil p =const, Tn miscare nepermanenta

este suficient un sistem de patru ecuatii cu patru necunoscute §i anume

ou Ou  Ou ou 1 op
—tu—+v—t+tw—=F,6 ——,
ot ox Oy 0z p Ox
ov. ov 0Ov ov 1op
—tu—+v_—+w_—=F, ————,
< ot ox Oy 0z p Oy
a—w+ua—w+va—w+wa—W=FmZ—la—p,
ot ox oy 0z p Oz
ou ov ow
—+—+—=0.
| ox oy Oz

(5.6)

In marea majoritate a aplicatiilor tehnice din Mecanica Fluidelor
temperatura este constantd si nu intereseaza, fiind suficientd completarea
sistemului de ecuatii cu ecuatia de stare pentru un fluid barotrop p = p( p).

Intr-o tratare mai generald ecuatia de stare a fluidului este f(p,p,T)=0.

In acest caz apare si 0 a sasea necunoscutd temperatura 7, ceea ce inseamna
ca este necesard o a sasea ecuatie, furnizata de reguld de primul principiu al

Termodinamicii.

Semnificatia termenilor pentru sistemul de ecuatii ce descriu

miscarea fluidelor nevascoase este
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ou ou  Ou ou 1 op

—+ u—+v—+w— = F, -——

ot ox Oy 0z p Ox

@+ u@+v@+w@ = F, 1 , (5.7)
ot ox Oy 0z p Oy

8_w+ u@_w_ﬂ}@_w_l_W@ = F,, 1% :

ot ox oy 0z p 0z

——

;*071;9 0';? "= componenta convectiva forta ex-  forfasu-

aloca la a fortelor de inertie terioara,  perficia-

a forfelor pe unitatea de masa masicd la de pre-

de inertie , siune. pe
; peunitatea Stune,p

pe unita- 7 unitatea

d < de masa
tea de masa de masd

Solutia sistemului format din ecuatiile Euler si ecuatia continuitatii
trebuie sa satisfacad conditiile initiale si conditiile la limitd impuse de
problema concretd de miscare fluida studiata.

de miscare ale fluidelor nevascoase

Solutia sistemului (5.6) trebuie sa satisfaca conditiile initiale si
conditiile la limitd. Conditiile initiale sunt conditiile care se impun
campului vitezelor 1 cAmpului presiunii la un moment dat #, considerat
moment initial. Conditiile initiale sunt

( )
( )
, w(x, v, Z, to) =Wy, (5.9)
( )
)

Uug, Vo, Wy, Po sunt functii cunoscute de coordonatele x, y, z.

Conditiile initiale sunt necesare numai 1in studiul miscarii
nepermanente. Conditiile la limita sunt conditii care trebuie verificate pe
frontierele curentului de fluid de viteze (conditii la limitd cinematice) si de
presiune (conditii la limita dinamice).

Conditii la limita cinematice
Se considera intr-un plan xOy, un corp solid de contur C fix, in jurul
caruia se deplaseaza un fluid nevascos, compresibil, barotrop .
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J_r’.il.

0 *
X

Fig. 5.1. Conditii la limitd cinematice in cazul miscarii unui fluid nevascos in jurul unui
corp solid fix.

La distantda mare de corp, curgerea nu este perturbatd de prezenta
corpului, asadar conditia la limita la infinit este descrisa prin relatia

—_—

lim V(P,t)=V, . (5.9)

P—o

Se noteaza cu V,~ componenta normala a vitezei unui punct solid
apartinand frontierei C a corpului si cu V, componenta normala a vitezei

particulei de fluid care se afla in momentul considerat in imediata
vecindtate a acelui punct; rezulta conditia

V, =V, . (5.10)

Aceasta relatie constituie conditia la limita cinematica pe suprafata
C a corpului, sau conditia de impermeabilitate. Relatia se demonstreaza
prin reducere la absurd. Daca V, <V, -, particula ar patrunde prin suprafata

corpului. Daca V, >V, ~, particula fluida s-ar desprinde de corp, ceea ce
contrazice conditia de mediu continuu. Pentru un corp fix,

c=0. (5.11)
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Prin urmare viteza unei particule de fluid pe suprafata unui corp are numai
componenti tangentiald. In ipoteza fluidului nevascos conturul oricrui
corp solid plasat intr-un curent de fluid este o suprafata de curent.

La distanta de corp, pentru o suprafata fixa S, componenta normala a
vitezei particulei de fluid din vecinatatea suprafetei este nuld ca si
componenta normald a vitezei punctului invecinat al suprafetei solide,

Vv, =V

n n

¢ =0. (5.12)

Relatia constituie conditia la limita cinematicd pe suprafata fixa S, iar
suprafata S este o suprafata de curent.

Conditii la limita dinamice

Conditiile la limitd dinamice sunt conditiile care se impun presiunii
care se exercitd pe anumite frontiere ale fluidului in miscare sau la infinit.
O conditie la limita dinamica precizeaza valorile presiunii la infinit

lim p(P,t)=pOO : (5.13)

P—o

Una dintre cele mai uzuale conditii la limitd dinamice este conditia
pe suprafata libera S, a unui lichid,

P=polg, - (5.14)

Presiunea p, reprezintd presiunea la suprafata liberd, in general, cea
atmosferica.

5.2. Teorema cantitatii de miscare si teorema
momentului cinetic

Teorema cantitatii de miscare si teorema momentului cinetic
pentru un volum de control

Se considerd un volum de control V', limitat de suprafata de control
inchisda §, permeabild, ale carei elemente dS se deplaseaza cu viteza
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70(;, t). in interiorul volumului de control V' se gisesc in fiecare moment

alte particule fluide ce patrund prin suprafata S. Conform teoremei de
transport (4.24) pentru proprietatea y = pV,

%gjpfdﬁf= gj@dV+§g(pl7)foﬁdS.

Se considera ca la un moment dat volumul de control V' este un
volum material. In aceste conditii V' =V, si rezultd

%gijdV=gj@dﬁ/+c_g(pl7)(?ﬁ)d& (5.15)

Conform principiului variatiei cantitatii de miscare se poate scrie

%Ij{pde=ijEdV+IﬁdS. (5.16)
|4 |4 N

= =
Pentru un fluid nevascos, a cdrui ecuatie constitutiva este 7 =—p [,

teorema cantitdtii de migcare are expresia

gj@dvmg[pﬁ(ﬁ)]ds: gjpﬁ'dv-ijpﬁds .
(5.17)

Daca miscarea este permanenta, teorema se poate scrie sub forma
cﬁf[pﬁ(ﬁ)]cw: [[[oFn dv -dfpnds . (5.18)
S |4 S

Analog se deduce teorema momentului cinetic pentru un volum de
control,
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R ol V)dwcﬂ;x(pf)(m)dS=
_m;pr dv - Cj.:frxpndS

pentru cazul migcdrii nepermanente $i

Cj:frx(pV)( ) m;pr dv - Cj:frxpndS (5.20)

S

(5.19)

pentru cazul miscarii permanente.

Teorema cantitatii de miscare si teorema momentului cinetic
pentru un tub de curent

Fie un curent de fluid incompresibil care ocupa un volum de control
V' marginit de o suprafatd de control S, formatd dintr-un tub de curent
simplu si doud sectiuni ortogonale directiei de curgere a curentului .

Frontiera volumului de control este §=5; U S, US,. Se considerd
S; suprafata laterala a tubului de curent, S; suprafata de intrare a fluidului

in tubul de curent si S, suprafata de iesire a fluidului din tubul de curent.

Se noteaza cu Vl viteza pe suprafata de intrare si cu Vé viteza pe suprafata
de iesire.

Fig. 5.2. Aplicarea teoremei cantitdtii de miscare unei mase de fluid din interiorul unui
tub de curent.
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Calculul torsorului fortelor de presiune pe frontiera tubului de curent
trebuie sa tind seama de existenta presiunii din exteriorul acesteia (de
reguld presiunea atmosferica p, = p,), ceea ce impune considerarea

termenilor nuli

cﬁfpoﬁd5=o si cﬁ‘r’xpoﬁdS:o. (5.21)
S

Se aplica, volumului de control V', teorema cantitatii de miscare si
teorema momentului cinetic Tn miscare permanenta,

g [o7(7n)]das=[[foFndav- g (p-po)nds. (522)

NICANCAY |4 NICANUAYS

Cﬁ [?xp?(?ﬁ)}d5=jjﬁxpﬁn'dv_ Cﬁ Fx(p— py)ndS.

NICANUAYS |4 NICANCAY

(5.23)

Se dezvolta aceste relatii, considerand proprietatea de aditivitate a
integralelor de suprafata,

U[PV ]dS1 ”[pV Vn ]dS2+ ”[pV Vn ]dSL =

2 L

oA v - )i~ o) 5= [fir—m)ics:.
%4 S S, S,
(5.24)

Jpilor (7a)Jasi« [ [pfm)]dsz% wmﬂdsf
- ffsorav- na p-m)ids uz p-pa)ids,-

—HEX(p—po)ﬁdSL; (5.25)
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E si g reprezintd vectorii de pozitie ai centrelor suprafetelor S; st §,, iar

a si % - vectorii de pozitie ai punctelor de aplicatie ai fortelor E s Fé

Observatii
1) Suprafata laterala este suprafata de curent, iar viteza este tangenta

la peretele tubului, deci V n=0.

2) Pe suprafata S|, V n= —V{ a deoarece V = Vs n= —

3) Pe suprafata S,, V n="V, n, deoarece V=V, si n=n,.
4) Debitul care circuld printr-o suprafatd oarecare S este

0= W?z ds|.
S
5) In cazul in care fortele masice sunt datorate numai unui camp

gravitational E{ = §, 1ar E = I”pgdv este greutatea fluidului continut
|4

de volumul de control.
6) Fortele de presiune pe suprafata de intrare S; au rezultanta

8) Forta exercitata de suprafata laterala S; asupra fluidului

FL=—fI(P—Po)5dSL :
St

Teorema cantitatii de miscare pentru un tub de curent, in miscarea
permanenta a unui fluid incompresibil se scrie sub forma

pO(V2—V1)=Fg + Fp +Fp, + F . (5.26)
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Teorema momentului cinetic pentru un tub de curent in miscare
permanenta a unui fluid incompresibil are expresia

0(73 x5 - xR ) =G x Fg +ix Fy +r3x Fy 3y, . (527

In cele mai multe aplicatii tehnice, fluidele vin in contact pe o parte
din suprafata laterald sau pe toatd aceastd suprafatd cu suprafete solide. De
reguld intereseaza sa se determine forta exercitatd de fluidul in miscare
asupra suprafetelor corpului solid cu care fluidul vine in contact,

F=-F; =pQ(V;~V,)+Fg+Fp +Fp, (5.28)
si momentul corespunzdtor acestei forte

-Mp, =;XF=pQ(;lxﬁ—gxz)+%x%+gx§+gxa (5.29)

Vectorul de pozitie al punctului de aplicatie a fortei F se noteaza cu

—_—

r=ry.
Tipurile de aplicatii tehnice ce utilizeaza teorema cantitatii de
miscare $i teorema momentului cinetic pentru tuburi de curent pot fi
clasificate astfel:
1) se modificd directia si sensul vitezei, intensitatea ei ramanand
aceeasi (coturi de diametru constant, jeturi compacte care lovesc o
suprafete solide);

Il

=l
ﬁ'l—/;

Fig. 5.3. Variatia directiei si sensului vitezei fard a se modifica intensitatea.
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2) se modifica intensitatea vitezei, sensul acesteia ramanand acelasi
(difuzoare, confuzoare, ajutaje);

Fig. 5.4. Variatia intensitatii vitezei fara a se modifica directia si sensul.

3) se modifica atat marimea cat si sensul vitezei (ramificatii si coturi
cu schimbare de sectiune);

Fig. 5.5. Variatia intensitatii si directiei vitezei.

In cazul unui tub de curent cu mai multe ramificatii la intrare si la
iesire teoremele precedente devin

n m n m
F=p) OVi—p), QoiVai+Fg+), Fp +2, Fp . (5.30)
i=1 i=1 i=1 i=1
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n m
—MFL =I’><F=pz OTLTRIAT: _pz Qrityi X Vo +
i1 i1 (5.31)

n m
+rGXFG+Z rllXFPh-i-Z rziXFPZi )
i=1 i=1

unde n este numarul sectiunilor de intrare, iar m numarul sectiunilor de
iesire. Se adauga conditia de continuitate

n m

D0i=20 (5.32)
i=1 i=1

Aplicatia 5.1

Sa se calculeze reactiunea care apare in cotul unei conducte fortate

asezate orizontal, cunoscand debitul apei prin conducta Q =9 m>/s, viteza
medie a apei ‘ﬁ‘ =‘72‘ =V =3m/s si presiunea p=3bar, daca deviatia

curgerii este oo =30" (fig. 5.6).

7

Fig. 5.6. Cot de sectiune constanta.
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Solutie
Conform relatiei (5.28) asupra cotului actioneaza forta

F=pQ(V ~V3)+Fg + Fpi +Fp; -

Se proiecteaza aceasta relatie pe directiille Ox, respectiv Oy. Forta de

greutate E actioneaza pe directia verticald. Se obtine

F, =pQ(V—Vcosoc)+p%—p%cosa=Q(pV+§ (I-cosa),

0. ( p)..
0-— s1noc +0+ p=sina = V+*= |sina,
v =p0[ )]+ 0+p 7 0 ;

si rezulta

F= \/mz \/|:Q(pV+§)(l— cosoc):|2 + {Q (pV +§j SinocT _

_Q(pV+ V]\/l cos 1) — 2 (cos o) + (sin c1)’ =
_Q(pV+ j\/z[l (cosa)]= 2Q(pV+Vj(Sm%j=

5
=2-9-[3-103+%]-sin150=479850N—479,85kN.

Se calculeaza

arct i = arct sin o = arct (ct 2)—
s F s l-cosa s g2

=90° —5—90 —£—750.

2

Unghiul format de reactiunea F cuaxa Ox este de 75°.
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5.3. Relatia lui Bernoulli pentru fluide nevascoase

5.3.1. Ecuatiile de miscare ale fluidelor nevascoase sub forma
Helmbholtz si Gromeka-Lamb

Dacda in ecuatiile de miscare ale fluidelor nevascoase (5.6) se
grupeaza termenii sub o forma convenabild se obtin ecuatiile de miscare ale
fluidelor nevascoase sub forma Helmholtz

ou o(v? ou ow ov  Ou
— o+ || W= ==
ot ox| 2 0z Ox ox Oy
ov 2 ov  Ou ow Ov
— —|—| tul == ===
ot oy 2 ox Oy oy oz
w \% u
ow o(v? ow 8 ou  ow
— + —|— | V| == |-u| ———
ot oz{ 2 oy 0Oz 0z Ox
%,—J
CO’IWPO’;?”' componenta componenta convectiva
la octa Za convectivi a fortelor de inerfie da-
a f?’” teior a fortelor torita variatiei varteju-
dee l:z;;;z% deinertie da- lui, pe unitatea de masa
i a de toritd varia-
masd tiei energiei
cinetice, pe
unitatea de
masd

Sub forma vectoriald ecuatia Helmholtz (5.33) este

ov

— +gra

ot

2

dV7+rotI7><I7=E;—%gradp.

F

mz
—

forta ex-
terioard
masicd,
peunita-
tea de
masa

Lop
p Ox
1 op
pay

Lop

p Oz
[ —]
forta su-
perficia-
la de pre-
siune, pe
unitatea
demasa

(5.33)

(5.34)

In cazul general aceste ecuatii nu pot fi integrate. Daca fortele
masice deriva dintr-un potential si fluidul este barotrop atunci

R

F, =-

si

gradU,,

(5.35)
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1 grad p = grad Id—p (5.36)
p p

Se obtin ecuatiile de miscare ale fluidelor nevascoase sub forma
Gromeka-Lamb,

2
8u+ 2 %+Id—p+U +W(8_u_8_wj_v£@_8_u =0 ,

ot ox P 0z Ox ox Oy
2
<@+i V—+ Id—p+U +u v _u -w ow_v =0 ,
ot oy p ox Oy oy Oz
2
a_w+i V_+ Id_p+U +v 8_w_@ _u(a_u_a_wjzo
ot 0oz\| 2 p oy Oz 0z Ox
(5.37)
Sub forma vectoriala ecuatiile (5.37) pot fi scrise
1 2
a—V+grad V—+J.d—p+Um +rotV xV =0. (5.38)
ot 2 P
2 dp
Expresia 7+ f—+ U,, =B este numitd functia lui Bernoulli. Termenii
p
acestel expresii au dimensiunea de energie pe unitatea de masa si aratd ca

2
energia totald £ a fluidului este formata din energie cinetica BN energie

e : dp . : e :
potentiala de presiune f—p s1 energie potentiald a fortelor masice U, .
p

Interpretare
Relatia (5.38) in care se introduce functia lui Bernoulli, se scrie
pentru miscarea nepermanentd sub forma

—

aa—lt/+gradB+rotI7><I7=O (5.39)

sau pentru migcarea permanenta, sub forma
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rad B=V xtotV . (5.40)
g

Functia lui Bernoulli B este o functie scalara, asadar produsul vectorial
V xrot) este normal la suprafata B =const. Dar V xrotV este normal

atat lui V' cat si lui rot¥ . In concluzie, suprafata B = const contine atat
liniile de curent, cat si liniile de varte;.

5.3.2. Deducerea relatiei lui Bernoulli pentru fluide nevascoase

Relatia lui Bernoulli ilustreaza legea universald a conservarii si
transformarii energiei. Ea reprezintd o integrala prima a ecuatiei de miscare
(5.38). Ecuatiile de miscare sub forma integrald se obtin din ecuatiile de
miscare ale fluidelor nevascoase sub forma Gromeka-Lamb, introducand

N
componentele vectorului varte] o = 5 rotV,

1{ow oOv 1({ou ow 1{0v Ou
(sz— —_— |, (Dy:— -, (DZ:— _— .
2{0y oz 2 0z  ox 2{ox oy

Se inmultesc cele trei ecuatii (5.37) cu deplasarile elementare dx, dy,dz si
se sumeaza. Se obtine

dx dy dz
0 2 dp g
5(udx+vdy+wdz)+d 7+ F-'—Um +2lo, 0, 0,=0.
u voow
(5.41)

Sub o forma mai compacta relatiile (5.41) se pot scrie sub forma vectoriala

e 2
YV 45 +d —+jd—p+Um +(rotV><V)dr=O. (5.42)
ot 2 p

Se observa ca ecuatia (5.42) se poate obtine direct din (5.38) prin
inmultirea scalara cu dr.

Se observa ca determinantul din relatia (5.41) devine nul in
urmatoarele cazuri:
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a) o,=0,=0,=0, miscarea este irotationala (potentiald),

y
rot ¥ =0 sau V =grad ¢, deplasarea elementara dr fiind in lungul unei

curbe oarecare;

u v w . . = =
b) = = , migcarea este eclicoidala, rot) x}V =0,

0, ©, O,

deplasarea elementara dr fiind in lungul unei curbe oarecare.

C % = dTy = %, deplasarea elementard dr se face de-a lungul unei
linii de curent, ¥ x dr =0;

d) dx _dy dz

0, O

, deplasarea elementara dr se face de-a lungul

y 9z

e o = -
unei linii de varte;, 5 rotV xdr=0;
Pentru aceste cazuri se poate scrie

17 2
Y grvd s jd—p+Um =0. (5.43)
ot 2 p

Miscarea potentiala nepermanenta
In cazul miscarii potentiale,

. LoV - 0 - o0 ~ (00
V = orad —dr=— doe)dr=grad —dr=d| —
grad g si —-dr=— (grad @) dr =gra ~ (atj

si ecuatia diferentiala (5.43) admite integrala

op V2
8_(tp+7+ J.Fp+Um =C(t) (5.44)

unde ¢ este potentialul vitezelor.

Relatia (5.44) se numeste infegrala lui Lagrange. Functia C(¢)
depinde npmai de timp, la un moment fixat fiind aceeasi in toate punctele
fluidului. In cdmpul gravitational U,, = gz + const si integrala lui Lagrange
este
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2
L d—p+gz=C(t). (5.45)
o 2 p

Scriind relatia (5.44) intre doua puncte diferite, se deduce relatia lui
Bernoulli pentru miscarea potentiald nepermanentd a unui fluid
incompresibil

d, V' p o, Vs . p
— W t—Ft—+ g =) +—+—=+g2,. 5.46
6z|1 > 8z 8t|2 >t ) (5.46)

In cazul in care miscarea este potentiald permanentd, (¢/0t)=0 si
constanta este aceeasi in toate punctele fluidului. Integrala (5.44) devine

2
V—+ d—p+Um=C. (5.47)
2 p

Relatia (5.47) se numeste 1n acest caz integrala lui Euler.

Miscari permanente

Derivata partiala in raport cu timpul, primul termen din relatia (5.44),
se anuleaza.

Pe o linie de curent se obtine integrala lui Bernoulli. Constanta
ramane aceeasi numai de-a lungul unei linii de curent,

2
V—+ d—p+Um=C. (5.48)
2 P

Integrala lui Bernoulli exprimd legea de conservare a energiei unei
particule de masa unitard, cunoscuta sub numele de teorema lui Bernoulli:

Energia mecanica totala, egala cu suma energiei cinetice, potentiale
de presiune §i potentiale a fortelor masice, este constanta de-a lungul unei
linii de curent.

Pe o linie de vartej, integrala ecuatiei diferentiale (5.44), cu

(817/ 8t)d;=0, coincide formal cu (5.48), insd constanta este aceeasi
pentru doua puncte situate de-a lungul liniei de varte;.

In miscare elicoidala, integrala obtinuta are de asemenea expresia
(5.48) si se numeste integrala lui Gromeka. Constanta C este aceeasi in
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toate punctele fluidului in miscare elicoidala, pentru care liniile de curent si
liniile de vartej coincid.

In continuare, din punctul de vedere tehnic, intereseazd 1n mod
special unele expresii ale relatiei Bernoulli in camp gravitational.

5.3.3. Forme particulare ale relatiei Bernoulli pe o linie de
curent, in cAmpul gravitational

Se considerd relatia (5.48) in campul gravitational, U,, = gz + const,

2
- + jd—p + gz =const . (5.49)
2 p

Se analizeaza principalele cazuri particulare.

Fluide incompresibile grele
Pentru miscarea permanenta a fluidelor incompresibile (p = const),

jd—p =L const. Relatia (5.49) devine
p P
2
VP igoc, (5.50)
2 p

Constanta C difera in general de la o linie de curent la alta. Pentru doua
puncte, notate cu 1 si 2, situate pe aceiasi linie de curent, rezulta

2
"
Pligr=22402 0, (5.51)
p

2

2
.
oy

Relatia obtinuta se aplica pentru lichide (apa), dar si pentru gaze, in
unele cazuri speciale (de exemplu pentru miscarea aerului la cosurile de
fum foarte Tnalte, la care variatia energiei de pozitie nu poate fi neglijata).

Fluide incompresibile usoare

Fluidele usoare se caracterizeaza prin forte de greutate neglijabile in
raport cu cele de inertie si de presiune. Pentru gaze supuse la variatii mici
de presiune, ce pot fi considerate incompresibile (de exemplu in cazul
miscarii aerului in conducte de aerisire, sau Intr-un ventilator) se obtine
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2 2
Wwon_ ¥
2 p 2 p

Fluide compresibile usoare

(5.52)

Procedand similar ca in subcapitolul 3.2, unde se trateaza fluidele

compresibile aflate in stare de repaus, se calculeaza j(dp/ p). Se noteaza

cu p si p, presiunea respectiv densitatea intr-un punct arbitrar situat pe

linia de curent ce trece prin punctele 1 si 2.

Miscare izoterma. Deoarece p/p=p,/p;, rezulta dp=(p;/p;)dp

si deci I(dp/p) =(p1/p;)Inp+const=p/plnp+const. Relatia (5.49)

devine
2
L + 21 p = const.
2 p
Rezulta

2
+ 2L Inp; = V?+ In p,

P1 P2
si deoarece P_PL_P deduce,
P P11 P2
2 2 2 2
pr Py 2 2 p p

Miscarea adiabaticd. Deoarece ( p/ pk ) = ( py/ p{C ) ,

dp=k (Pl /p{{) pk_1 dp si se calculeaza

J'd_sz pl p +consz‘—L ﬁ pk_1+COYZSf=
p k-1 [31 k-1 pk

k
——£+const
k—1

Sau

(5.53)

(5.54)

(5.55)

rezulta

(5.56)
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k-1 kel
k
Id—p = k. ﬂ[ﬂ) + const = k. ﬂ[ﬁ) + const , (5.57)
p k=Lp{p k=1p\ p
unde k& este exponentul adiabatic.
Relatia (5.49) devine
5 5 k-1
V—+L£=const sau V—+Lﬂ ya = const .
2 k-1 [0 2 k-1 P1\ P11
(5.58)
Se obtine relatia Bernoulli pentru fluide in miscare adiabatica
2 2
W, kn Vi k p (5.59)

2 k-lp, 2 k-lp,’
Utilizand a doua forma a relatiei (5.58) se poate deduce si o alta expresie,

k-1
2 2

k
" n k P1=V2 n k pi| P2 , (5.60)
2 k=lpp 2 k=Ip\p

relatie cunoscutd sub numele de relatia lui Saint-Venant.

Miscarea semipermanenta in lungul unei traiectorii
Se considera migcarea semipermanentd a unui lichid. Se reaminteste
ca in acest caz liniile de curent si traiectoriile coincid. Tinand seama ca

pentru miscarea semipermanenta viteza J este paraleld cu dr=ds, se
integreaza relatia (5.42) de-a lungul unei linii de curent, intre un punct de
referintd caracterizat de abscisa curbilinie s, $1 un punct oarecare de

abscisd s. Se obtine, pentru un fluid incompresibil, relatia

s 2
a_VdS+V_+£+gZ=c(t), (5.61)
) ot 2 p

0
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unde C(¢) depinde numai de timp, fiind constantd pe linia de curent

consideratd. Relatia lui Bernoulli pentru miscarile semipermanente ale
lichidelor se obtine scriind relatia (5.61) intre doud puncte 1 si 2 ale liniei
de curent,

2 2 )
Wop,, Y5 P, ja_Vds (5.62)
2 p 2 p ; ot
1
sau
1/12 pl V22 pz 128V
—+ =tz = +"=+2, +— |—ds. (5.63)
2g v 2g v gio

Aceasta relatie se aplica, de exemplu, Tn cazul miscarii de oscilatie a apei
intr-un tub U.

5.3.4. Reprezentarea grafica si interpretarea energetica a relatiei
lui Bernoulli

Fie un plan de referinta orizontal ales arbitrar O-O si o linie de curent
C-C oarecare din mediul fluid aflat in miscare (fig. 5.7). Punctele
M{,M,,M; de pe aceastd linie de curent au fatd de planul O-O cotele

71,Z5,23, 1ar particula care trece prin aceste puncte este caracterizata de
parametrii hidrodinamici viteza si presiune, (¥, p;), (V2. p2). (V3. p3)-

Se aplicad pentru aceste puncte relatia Bernoulli pentru un fluid greu
incompresibil (5.51)

2 2
Vi V- V.
H=-L Py, 22, P2 03 B3, (5.64)
2g v 2g v 2g vy

Sarcina hidrodinamica H reprezintd energia unei unitdti de greutate
de fluid. In mod obisnuit, presiunile p; si p, din relatia lui Bernoulli

(5.49) sunt cele absolute. Dar aceasta relatie are aceeasi forma s1 daca p; si
P, sunt presiunile relative, ceea ce revine la a scadea termenul p,,/y din

cei doi membri ai egalititii (5.49). In cele ce urmeazi pentru exemplul
ilustrat prin relatia (5.64), se considera presiuni relative.
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Fig. 5.7. Interpretarea geometrica a relatiei Bernoulli.

Se observa ca, indiferent de pozitia punctelor situate pe linia de

curent, suma celor trei termeni V2 2g, ply si z este aceeasi. Acesti

termeni au dimensiunile unei lungimi (se masoara in m), ceea ce permite o
reprezentare grafica (fig. 5.6), sau dimensiuni de energie pe unitatea de

greutate, ceea ce permite o interpretare energeticd. Termenul V22
reprezintd energia cinetica unitara (pe unitatea de greutate) a particulei,
termenul p/y reprezinta energia potentiald unitara de presiune si termenul
z reprezintd energia potentiald unitara de pozitie.

Locul geometric al tuturor punctelor aflate la extremitatea
segmentului z+ p/y, linia PP', poartd denumirea de linie piezometrica,
iar linia EE’ care este 1n cazul fluidului nevascos orizontala, poarta
denumirea de linie energetica si reprezintd grafic valoarea constantei H.
Constanta H , denumita sarcind hidrodinamica, variaza de la o linie de
curent la alta.

Inmultind relatia lui Bernoulli cu greutatea particulei care se
deplaseaza pe linia de curent mg =pV g, se obtine relatia

2
mV7+YVp+mgz=const , (5.65)
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in care mV?/2 reprezintd energia cinetica, V p energia potentiala de
presiune si mgz energia potentiald de pozitie a particulei.

In miscarea permanenti a unui fluid nevascos la care fortele masice
derivd dintr-un potential, suma energiei cinetice, energiei potentiale de
pozitie si a energiei potentiale de presiune ramane constantd pentru toate
punctele situate pe aceeasi linie de curent.

In cazul miscirii semipermanente interpretarea energetica a relatiei
(5.63) este: energia n punctul 1 al liniei de curent este egala cu energia in
punctul 2 plus lucrul mecanic necesar pentru invingerea fortelor de inertie
pentru accelerarea miscarii de la punctul 1 la punctul 2.

5.4. Aplicatii ale relatiei lui Bernoulli

5.4.1. Tubul Pitot

Se considera un fluid in migcare permanenta si uniformd si un corp
cilindric. Liniile de curent Tnconjoara corpul solid cu exceptia uneia, care se
ramifica la atingerea obstacolului, conturandu-1 (fig. 5.8). Acest punct notat
cu 2 se numeste bord de atac si este un punct de stagnare, deoarece viteza
este nula. Cele doua linii de curent care contureaza corpul se reunesc in
punctul 3, numit bord de fuga, care este de asemenea un punct de stagnare.

1 g 2 2
=

Fig. 5.8. Punct de stagnare.

Se considera un punct 1 situat in amonte de corp la distanta suficient

—_—

de mare pentru ca viteza, notatd V,, sa nu fie perturbatd de prezenta
corpului.
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Un tub Pitot (fig. 5.9) este un tub indoit la 90", avand un orificiu
frontal cu ajutorul cdruia se masoara presiunea de stagnare (presiunea
totald). Se introduce ramura amonte a tubului paralel cu directia de curgere,
intr-un fluid cu suprafata libera. Se scrie relatia lui Bernoulli intre punctul 1
si punctul de stagnare 2, situate pe aceeasi linie de curent,

l Fot
y 7
: — ) #i T v
o v
Fig. 5.9. Tubul Pitot.
2 2
2g v 2g v

In punctul de stagnare 2, viteza este nula si presiunea masurata este
presiunea totald, egald cu suma dintre presiunea staticd si presiunea
dinamica,

2
2¢ v v

Daca se exprima presiunea in naltime coloana de lichid
=yl . pr=y(h+h), (5.68)
relatia (5.60) devine

2g Y
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si rezulta

v =2gh . (5.70)

Asadar, un dispozitiv extrem de simplu, un simplu tub indoit, poate
fi utilizat pentru masurarea vitezei.

5.4.2. Masurarea presiunii statice

Se considerd o curgere uniforma i permanenta definita prin vectorul

viteza V, paralel cu un perete plan. In peretele solid, se practici un orificiu
fin, fara asperitati sau bavuri, perpendicular pe directia de curgere. Fluidul
stagneaza in orificiu, conservandu-si presiunea avutd in campul curgerii.
Masurand presiunea fluidului din orificiu, cu ajutorul unui manometru, se
determina presiunea statica a fluidului (fig. 5.10).

presiune staticd
—= spre manometm

Fig. 5.10. Priza de presiune statica intr-un perete plan care limiteaza o curgere
uniforma.

Daca peretele prezintda denivelari, liniile de curent nu mai sunt
paralele cu peretele si se recomandd utilizarea unei sonde de presiune
statica (sonda Prandtl) plasatd in campul curgerii. Dispozitivul este format

dintr-un tub cilindric indoit la 90°, capatul amonte avind o forma
semisferica (fig. 5.11). Diametrul sondei d este de obicei 10 mm, putand fi
insa si de dimensiuni mai mici.

Prizele de presiune statica sunt alcdtuite din orificii sau fante
receptoare, avand dimensiunea de cel mult 0,1d si sunt plasate pe prima

parte a tubului, intr-o sectiune transversald. In cazul masurarii unei viteze
subsonice, distanta prizelor fata de partea frontala este /, =3d+84d, iar



162 MECANICA FLUIDELOR . BAZELE TEORETICE

fatd de tija de sustinere /, =8d +20d. De reguld existd 4-+8 orificii
receptoare.

0,14 A-A

'ﬁ
¥
A
le—

r
3
[0

Y

presiune statici

Fig. 5.11. Sonda de presiune statica.

Sonda se plaseazd paralel cu viteza curentului neperturbat ¥, . Se
admit unghiuri de inclinare fatd de directia curentului de maxim +10%,

deoarece experienta a demonstrat cd inclinarea sondei cu céiteva grade nu
modifica sensibil valoarea presiunii statice citite.

5.4.3. Sonda Pitot-Prandtl

Dispozitivul este compus din doud sonde, una de presiune totald si
una de presiune statici. In partea frontald, sonda Pitot-Prandt]l contine o
prizd de presiune totald ce masoard presiunea de stagnare. Pe lateral exista
cateva orificii ce madsoard presiunea statica. Pentru ca aparatul sa efectueze
masuratori cu o precizie acceptabild trebuie indeplinite anumite conditii:

1) axa tubului sa fie paralela cu directia vitezei (se admit abateri de la
directia de curgere de cel mult 15%);

2) diametrul sondei sa fie cel mult 10% din diametrul conductei,
pentru ca aparatul sa nu perturbe semnificativ campul vitezelor.

In figura 5.12 este prezentati o sondi Pitot Prandtl pentru curgeri
subsonice.
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presiune presiune
stati cii totald
0,34
. 3d 4 104
A 2
DO_.. }
0— 1o @
—_— AN
- 3
it

Fig. 5.12. Sonda Pitot-Prandtl pentru curgeri subsonice.

Se presupune un curent uniform a carui viteza urmeaza a fi masurata.
Introducerea sondei in curent perturba miscarea, astfel incat in jurul sondei
migcarea nu este uniformd. Se considera trei puncte: un punct din zona
amonte a curgerii neperturbate de sondda notat cu 0, de vitezd V,, si

presiune p,,, punctul de stagnare 1 de vitezd }; =0 si presiune totala p; si

punctul 2 corespunzator prizei de presiune statica.
Se scriu relatiile lui Bernoulli pentru un fluid incompresibil

2 2 2 2
Vo , P N P Voo P V2 Py (5.71)

2 p 2 p 2 p 2 p

Punctul 1 fiind punct de stagnare , /| =0 si rezultd

Voo = M , (572)

Vv, = , (5.73)

Deoarece viteza V, este diferitd de viteza curentului neperturbat V,, , se
introduce coeficientul €=V, /V,, unde 86[0,9875+1,0125], numit
coeficientul de etalonare Pitot - Prandtl. Rezulta
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v, =g |~ 220 (5.74)

unde diferenta de presiune Ap = p; — p, se masoard cu un manometru
diferential. Dacad se utilizeaza un manometru diferential cu lichid avand
densitatea p,, , mai mare decat densitatea lichidului in miscare p, valoarea

vitezel masurate depinde de denivelarea inregistrata Ak, , conform relatiei,

V, =¢ [2¢ P AR, (5.75)
p

Formula este recomandabila pentru determinarea vitezei fluidelor
incompresibile si a fluidelor compresibile, care se deplaseaza cu viteze mici
(Ma<0,4), eroarea Inregistratd in acest ultim caz fiind sub 2%.

Pentru miscarea subsonica, adiabatica a unui gaz, utilizand relatia lui
Saint-Venant (5.60) pentru punctele 1si 2 se deduce

k-1
) k-1
k
o_ k m 1{&) , (5.76)
2 k-lp P
si rezulta
[
k
v, =gy =g |- PL 1—£&} . (5.77)
k—1p D1

Daca, fluidul compresibil a carei vitezda se mdsoard poate fi
considerat un gaz perfect, conform legii lui Clapeyron (1.8), p;/p; =RT,

(R - constanta gazului, T - temperatura) si relatia 5.77 devine,

=

k
v, =gV =s |2 pr|1-| L2 . (5.78)
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In domeniu transonic Ma ~1 si supersonic Ma >1, forma tubului
Pitot Prandtl se modifica, iar relatiile de calcul ale vitezei sunt mai
complicate.

Aplicatia 5.1.

Fie douad rezervoare plasate la indltimea L fata de sol, umplute cu apa
pana la nivelul z. La baza rezervoarelor se afla un orificiu de diametru D.
Din primul rezervor, apa este evacuatd liber in atmosfera, iar din cel de al
doilea prin intermediul unei conducte verticale de lungime L (fig. 5.13, a si
b). Sa se stabileasca care din cele doua sisteme permite evacuarea unui
debit teoretic mai mare si care sunt valorile vitezei apei in punctul 1,
respectiv 2.

= - T = I
- z
) o= [ 1
] ||
~¢—F Tt
i !
| !
i B
jet I conductd | !
! !
! !
i - _,L ¥
o 5
a) b)
Fig. 5.13. Evacuarea rezervorului
Solutie

Rezolvarea aplicatiilor ce utilizeaza relatia lui Bernoulli necesita
alegerea judicioasd a liniei de curent. In cazul analizat aici, se poate
considera ca exista o linie de curent ce trece dintr-un punctul O situat pe
suprafata libera, punctul 1 din zona orificiului si punctul 2, situat la capatul
inferior al jetului, respectiv al conductei. Punctul 0 are viteza practic nuld,
daca suprafata rezervorului este suficient de mare in raport cu aria
orificiului.

Se scrie relatia lui Bernoulli intre punctele 0 si 2,
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2 2
Ve
i+&+h0 =VL+&+}ZZ .
2g v 2g v

Conform figurii 5.14 atat in cazul a) cat si in b) sunt valabile relatiile,
hy=z+L , hy=0, V;=0. Deoarece jetul se evacueaza in atmosfera

Po = Py = P, - Se obtine
2

O+@+(Z+L)=Vl+&+0,
Y 2g v

sirezultd V, =\2g(z+L).

a) Debitul este evacuat direct prin orificiul de fund. Din relatia lui
Bernoulli intre punctele 0 si 1

2
.
z+L="1+1L,
2g

rezulta V] =/2gz , debitul teoretic evacuat fiind

Q,=——4/2gz.

b) Debitul este evacuat prin conducta.
Presiunea in punctul 1 este diferita de presiunea in punctul 2, insa
conform ecuatiei de continuitate vitezele sunt egale,

N =V,=y2g(z+L)

si prin urmare debitul teoretic evacuat este

nD?
Qb =T«[2g(Z+L) .

Se constatda ca pentru un fluid considerat nevascos debitul evacuat
este mai mare daca se ataseaza o conductd la orificiul de fund al
rezervorului.
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Aplicatia 5.2

Sa se determine, n cazul prezentat anterior in figura 5.13, care este
lungimea maxima L a conductei de evacuare, pentru a evita fenomenul de
cavitatie, daca nivelul in rezervor este z=35m. Se considerd presiunea
atmosfericad p,, =1,013-10° N/m?.

Care este valoarea debitelor evacuate daca diametrul conductei este
de 20cm? Se vor analiza situatiile:

a) temperatura fluidului este 20" C;
b) temperatura fluidului este 70° C.

Presiunea de vaporizare a apei p, este P, ypc=2340 N/m?® la

temperatura de 20" C , respectiv p, =31160 N/m? la temperatura de

_70°C
70°C, iar greutatea specifica a apei  este 7200C=979O N/m® 1la

temperatura de 20°C, respectiv V70oc = 2990 N/m’ la temperatura de

70" C.
Solutie
Relatia lui Bernoulli intre punctele 1 si 2 este
Pip-P2g
i Y
Se deduce

=P2"P_P2" Py
Y Y

Apa se evacueazd In atmosferd, asadar p, reprezintd presiunea

atmosferica.
In cazul a), lungimea conductei este

; P ™ Py 20c_101300-2340

a
Yaoc 9790

=10,11m 1a 20 °C.

In cazul b), lungimea conductei este
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Pat =Py, 70°c_101300-31160

L, =
b 9590

=7,31m la 70 °C.
Y720°C

Debitele evacuate sunt in cele doua cazuri,

2
0, - "f e+ 1,) = 7(0.2)° (2-0.81-(5+10.11) = 0,541 m’s

nD2 T 2
0, =T‘/2g(z+Lb) =Z(O’2) J2:9.81-(5+7,31) =0,488 m’/s.

Aplicatia 5.3

Fie o conducta sifon care se utilizeaza pentru evacuarea apei dintr-un
rezervor. Daca se considera ( fig. 5.14) diametrul conductei D = 6 cm, si
suprainaltarea maxima deasupra suprafetei libere din rezervor #=1m, care

este debitul maxim ce se poate evacua fard a se produce fenomenul de
cavitatie? Se considerd presiunea atmosferica p,, =1,013-10° N/m?,

presiunea de vaporizare a apei la 20" C, p, °C=234O N/m? si

20
greutatea specifica y =9 790 N/m?.

Solutie

2

e

|
)
Ll

Fig. 5.14. Conducta sifon.

1K

i~
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Considerand relatia lui Bernoulli se constatd ca viteza la iesirea din
conducta depinde de diferenta de nivel L dintre nivelul suprafetei libere a
rezervorului si punctul de evacuare n atmosfera. Viteza in punctul de
inaltime maxima, unde exista pericolul aparitiei fenomenului de cavitatie,
este egald cu viteza la iesirea din conductd, ¥, =V;. Presiunea la evacuare

este cea atmosfericd p;3 = p,; .
Relatia Bernoulli intre punctele 2 si 3 se scrie

&+(h+L)=&.
Y Y

Se deduce lungimea conductei la care existd pericolul aparitiei fenomenului
de cavitatie

; P3Py, _101300-2340
Y 9790

-1=9,108 m.

Din relatia Bernoulli, scrisa pentru punctele 1 si 3, rezulta

Vy=+2gL=+2-9,81-9,108 =13,367 m/s .
Prin urmare, debitul maxim este

nD?  m-0,06°

0=""y, 113,367 =0,0377 m’/s.

In faza de proiectare a unei asemenea instalatii, se recomanda
alegerea unei lungimi a conductei L, astfel incat sa se respecte conditia
impusa de evitarea aparitiei fenomenului de cavitatie.
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Capitolul 6

DINAMICA FLUIDELOR VASCOASE iIN
REGIM LAMINAR

6.1. Clasificarea miscariilor fluidelor vascoase.
Experienta lui Reynolds

Curgerile reale sunt deosebit de complexe si in consecintd dificil de
modelat teoretic. Ipoteza fluidului ideal, lipsit de viscozitate, a dus la
rezolvarea satisfacdtoare a unui numar limitat de probleme tehnice, in
marea majoritate a cazurilor dovedindu-se a fi mult prea restrictiva.
Practica a aratat ca un numar mare de fenomene nu pot fi explicate si
studiate fara sa se tind seama de proprietatea de viscozitate a fluidelor.

O. Reynolds a dovedit existenta a doua regimuri diferite de miscare a
fluidelor véscoase: regimul laminar si regimul turbulent. Cu ajutorul unui
experiment simplu a demonstrat deosebirile calitative dintre cele doua
regimuri $i a pus in evidentd fenomenul de tranzitie dintre ele.

Instalatia utilizatd pentru experiment este constituitd dintr-un
rezervor cu apa notat R, caruia i se ataseaza o conducta transparenta S
asezati orizontal, prevdzuta cu un robinet 4. In partea superioara exista un
recipient N umplut cu lichid colorat ce ajunge in conducta transparenta prin
intermediul unui tub subtire 7. Rezervorul este alimentat permanent si este
de nivel constant (fig. 6.1).
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Fig. 6.1. Experienta lui Reynolds.

Se deschide usor robinetul 4, astfel incat fluidul de lucru sa curga
incet prin conducta S. Prin manevrarea robinetului F' se elibereaza in
conducta lichidul colorat. Daca viteza fluidului este mica, se observa un fir
colorat, rectiliniu, paralel cu axa conductei (fig. 6.2, a). Observatia conduce
la presupunerea ca straturile de lichid aluneca unele peste altele, fara a se
amesteca. Situatia corespunde regimului laminar de curgere.

a)

Fig. 6.2. Regimurile de miscare.
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In continuare, se mireste debitul prin conducta, firul colorat incepe
sd oscileze, devine sinuos, de sectiune crescatoare (fig. 6.2, b).
Comportamentul denotd aparitia de pulsatii de mica intensitate ale vitezei
in timp. Regimul de curgere este de tranzitie.

Daca se actioneaza pentru cresterea vitezei fluidului de lucru, firul
colorat se disipeaza rapid, apar vartejuri si miscari rotationale (fig. 6.2, c).
Curgerea se desfasoara in regim turbulent.

Pentru definirea regimurilor de curgere, O. Reynolds a propus o
marime adimensionala

Re="? (6.1)

unde D este diametrul conductei, V' - viteza medie si v - viscozitatea
cinematici a lichidului. In onoarea savantului englez, marimea Re a primit
denumirea de numarul Reynolds.

S-a constatat ca pentru o conducta circulara existd un regim laminar
de curgere, daca Re <2320. La depasirea valorii de 4 000 a numarului

Reynolds apare de regula regimul turbulent. Aceste valori depind de forma
conductei si conditiile experimentale, tranzitia si turbulenta putand fi
intarziate daca se iau masuri speciale.

6.2. Ecuatiile de miscare ale fluidelor vascoase in
regim laminar

6.2.1. Ecuatiile de miscare ale fluidelor viascoase in regim
laminar sub forma Navier — Stokes

Se considera ecuatia constitutiva pentru fluide reale (2.97),

=

— =
T=(-p+rdivV)I+2mD=
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1 0 0
=(—p+kdivl7) 0 1 0+
0 0 1
o 1fou ov (ﬁu a_wj'
ox 8y 8x 0z Ox
8\/ ou ov 1(ov  ow
+2n — — —+—
8x oy oy 2\ &z oy
l(ow Ou) 1({ow oOv ow
21 OV e e A 6.2)
[ 2\ax oz) 2\ 0oy Oz 0z | (6.
Pentru fluide newtoniene este valabila ipoteza lui Stokes
A= —%n : (6.3)

Pentru a deduce ecuatiile de miscare ale fluidelor vascoase in
miscarea laminard se studiazd forma acestor ecuatii pe directia Ox.
Proiectia ecuatiei Cauchy (2.55) pe aceasta directie, tinand seama de

ecuatia constitutiva (6.2) si de ipoteza lui Stokes (6.3) este

d_u_F +li _g 8u+8v 8w 9 ou
T | P ax oy oz ) Max |

1o ov ou 10 (Gw auj
t——In| —+— ||+~ —+—
p Oy ox Oy p@z ox Oz

Sau

2
du_,. _1dp 2 a[au+@+awj 0°u

+2v—-+
ox Oy Oz a2

Sau

(6.4)

(6.5)
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2 2 2
du . 1op [0 0w 0| | afm+a+aq

+ +—vV—| —+—+—
dt m p Ox o2 ayz 022 3 ox\ox Oy oz
(6.6)
sau inca
d—u=me —la—p+vAu +lv@ : (6.7)
dr p Ox 3 ox
o o
S-a notat cu A= st >t operatorul laplacian si cu
ox~ oy° 0Oz
. = Oou Ov ow : o . - .
0=divV =—+—+— coeficientul de compresibilitate. Prin permutari
ox Oy oz

circulare se obtin celelalte doud ecuatii Navier-Stokes, corespunzatoare
directiilor Oy si Oz. Relatiile se scriu condensat sub forma vectoriala
7 B
d—V=Fm ——gradp+vAV+Xgrad6. (6.8)
dt p 3

Pentru fluide vascoase incompresibile 6 =0 si aceasta expresie devine
dr —

—=F, —lgradp+vAI7. (6.9)
dt p

Interpretarea termenilor care intervin in relatiile Navier- Stokes este
prezentata in relatia

ou ou  Ou ou 1 op v 00

— + u—+v—+w—= F,. - ——+ VAu+ ——

ot ox Oy oz pox —— 3 0x

—— — .

componen- componenta convectivi  fortg ex-  fortasu-  forasu- forta superficia-
ta locala a fortelor de inertie terioard, perficia-  perficia- la de viscozitate
a fortelor pe unitatea de masa masica li de pre- 1 de vis- ~ datoritd compre-
de inerfie peunita-  Siune,pe  cozitate- sibilitatii peuni-
peunita- tea de unitatea  peuni- tatea de masa
tea de masa masd demasa tatea de

masa

(6.10)
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Sistemul de ecuatii Navier-Stokes se completeazd cu ecuatia
continuitatii §i ecuatia de stare pentru un fluid barotrop si rezulta

ou Ou  Ou ou 1op v 00
—tu—+v—+w—=F, ———+VAu+——
ot ox Oy 0z p Ox 3 0x
@+u@+v@+w@=Fm —la—p+vAv+X@ ,
ot ox Oy 0z Y p oy 30y
<8—W+ua—w+\/8—W+W8—W=sz—la—p+vAw+X@ ,
ot ox oy 0z p Oz 30z
0 0 0
o, 0lpu) o(ev) olpw)
ot ox oy 0z
| p=p(p)

6.11)

Sistemul de ecuatii este neliniar, de cinci ecuatii cu derivate partiale,
de ordinul doi. Variabilele independente sunt x, y,z si ¢, iar variabilele

dependente (functiile necunoscute) sunt u(x,y,z,t), v(x, y,z1),

w(x, y,z,t), p(x,y,21), p(x,y,z¢t). Componentele fortelor masice

exterioare pe unitatea de masa F,,, F, . F,  si viscozitatea v sunt

cunoscute. Integrarea exacta a acestui sistem de ecuatii este posibila numai
in unele cazuri particulare (de exemplu curgerea intre doi pereti plani
paraleli, curgerea printr-o conductd elipticd sau circulard). Modalitatea
curentd de rezolvare a sistemului de ecuatii este prin solutii numerice, cu
ajutorul calculatoarelor

In cazul fluidului incompresibil rezultd un sistem de ecuatii mai
simplu

(Ou  Ou  ou ou 1 op

—+tu—+v—+w—=F, ————+VAu,

ot ox oy 0z p Ox

o u@ v@ w@=Fm —la—p+vAv,

ot ox Oy 0z Y p oy
3 (6.12)
8_w+u8_w+v5_w wé—w—F —la—p+vAw

ot ox oy oz "™ poz ’

ou v ow_

| ox oy o0z
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6.2.2. Conditii initiale si conditii la limitad necesare integrarii
ecuatiilor

Solutia sistemului  (6.11), respectiv (6.12), trebuie sa satisfaca
conditiile initiale i conditiile la limitd impuse de cazul concret de miscare
laminara studiat.

Conditiile initiale sunt conditiile care se impun cdmpului vitezelor
si campului presiunii la un moment dat ¢, considerat moment initial,

u(x, y, z,t9)=ug(x, v, z),

<V(x,y,Z,t0)=V0(x,y,Z), (613)
w(x, y,z,t9)=wy(x, y,2),

\p(xa% ZatO)zp()(xayaZ)a

unde uy, vy, Wy, po sunt functii cunoscute. In cazul fluidelor compresibile

conditia p(X,y,zty)=po rezultd din ecuatia complementard p=p(p).

Conditiile initiale sunt necesare numai in studiul miscarii nepermanente.
Conditiile la limita sunt conditii care trebuie verificate pe frontierele

curentului de fluid de cétre viteze (conditii la limitd cinematice) si de catre
presiune (conditii la limita dinamice).

Conditiile 1a limita cinematice. Se considera, intr-un plan xOy, un
corp solid de contur (C) fix, in jurul caruia se deplaseaza in regim laminar
cu viteza la infinit V, , un fluid vascos, compresibil, barotrop (fig. 6.3). La

distantd mare de corp, curgerea nu este perturbatd de prezenta corpului,
asadar conditia la limita la infinit este data de relatia

—_—

lim V(P,t)=V, . (6.14)

P—ow

Pe suprafata corpului, datorita proprietatii fluidelor vascoase de a adera la
solide este valabila conditia de adeziune

V|(C) =0 . (6.15)

Se observa ca, spre deosebire de cazul fluidelor ideale, conturul unui corp
solid imersat Intr-un fluid in migcare nu mai este linie de curent.
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Conditia la limitd cinematicd pe pereti solizi, aflati la distanta de
corp, respecta conditia de aderentd, adica viteza fluidului in vecindtatea
peretelui este egala cu viteza peretelui.

Fig. 6.3. Conditii la limita cinematice in cazul miscarii unui fluid vascos in jurul unui
corp solid.

Conditiile la limita dinamice sunt conditiile care se impun presiunii
la infinit si presiunii care se exercitd pe anumite frontiere ale fluidului in
miscare. Expresiile sunt analoage conditiilor la limitd dinamice pentru
fluide nevascoase. La distantd mare de corpul solid, cAmpul presiunilor nu
este perturbat, fiind

lim p(P) = Doy - (6.16)

P—ow

Una dintre cele mai uzuale conditii la limitd dinamice este conditia pe
suprafata liberd S a unui lichid,

Pls, = Po- (6.17)
Presiunea p, reprezintd presiunea la suprafata liberd (de obicei, cea

atmosferica, py = p,,). Aceastd conditie este valabila si pe suprafata unui
jet de lichid in atmosfera.
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6.3. Relatia lui Bernoulli pentru fluide vascoase in
regim laminar

6.3.1. Ecuatiile de miscare ale fluidelor viascoase in regim
laminar sub formele Helmholtz si Gromeka-Lamb

Similar cazului fluidului nevascos, daca in primele trei ecuatii ale
sistemului (6.11), se grupeaza termenii sub o forma convenabild si se obtin
ecuatiile de miscare laminara a fluidelor vascoase sub forma Helmholtz ,

ou, o(V2|, (ou_ow) (v _ou)_. Lap , o\, V8
ot ox| 2 0z Ox ox Oy e p Ox 3 0x
ov  ofr? v ou ow o 1 op v 60
— ||y | W] [ Fy o VAV
o oyl 2 ox Oy oy Oz p Oy 30y
ow  oV? ow  Ov ou ow 1 ép v o0
— o+ —|— |tV == |-u| ——— . — ——— + VAW + ——.
ot oz| 2 oy 0Oz 0z Ox — POz v 30z
— — e
comtp 0" componen— componenta convectiva forta forta Jorta Si- Jorta
7en ;lv ta convec— a fortelor de inertie da- exte-  super- ﬁegi cia- - sup .e’}:
ao%ra_ tivi a for— torita variatiei varteju - rioard. ficiala cccl)ziia‘;g—_ Z;le CLC;SC_Z
or de  telor dei— lui, pe unitatea de masa masicd, de pre- ) ;
felor ae ertie dato- peuni-  siune, peuni- cozztafq
inerfie e varias tatea peuni- ltateade  datorita
peuni- 1A T de tatea masd compre-
tatea fiel energiel - sibilita-
cinetice, pe masa de i
de lice, p masa tii peu-
masa unitatea nitatea
de masa de masd
(6.18)
Forma vectoriala a acestor ecuatii este
2
oV V = = — 1 = Vv
—+grad—+rotV xV =F, ——gradp+ vAlV + —grad 6 .
ot 2 p 3
(6.19)

Daca fortele masice deriva dintr-un potential si fluidul este barotrop
se obtin ecuatiile de miscare in regim laminar a fluidelor vascoase sub
forma Gromeka-Lamb,
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( 2
%4_2 V_+jd_p+U + (8_u_a_wj v@_@_u =VAM+X@,
ot ox| 2 p 0z Ox ox Oy 3 0x

2
@4_& V_+J‘d_p+U @_a_u 8_w_@ AV+X@,
ot Oy ) ox Oy oy Oz oy
ow o[> dp ow Ov (81/! 8wj v 00
—+—|—+ |—/—+U — — +——
L@t oz| 2 p oy 0z 0z Ox 30z
(6.20)

sau sub forma vectoriala

17 2
8—V+grad V—+ J-d—p+U +rotV><V=vAV+Xgrad6. (6.21)
ot 2 p 3

2
. . .V d :
Asa cum s-a mai precizat, expresia > + J-—p +U,, = B este functia

lui Bernoulli. Termenii acestei expresii au dimensiunea de energie pe

unitatea de masa si aratd ca energia totald a unei particule de fluid este
2

U T 4 : . : dp .

formata din energia cinetica B energia potentiald de presiune I— si

energia potentiald a fortelor masice U (toate energiile corespund unitatii de
masa).

6.3.2. Relatia lui Bernoulli in cazul miscarii fluidelor vascoase in
regim laminar

O integrald prima a ecuatiilor de miscare se obtine din ecuatiile
Gromeka-Lamb. Se inmultesc cele trei ecuatii (6.18) cu deplasarile
elementare dx, dy, dz si se sumeaza. Se obtine

0. |=-0/

m | T2l0, o - s

y
u 14 w

dx dy dz
0 2 g
8t(udx+vdy+wdz +d —+J

(6.22)
unde
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-0/, =V[Audx+Avdy+Awdz+%de] (6.23)

reprezintd lucrul mecanic elementar al fortelor de viscozitate.
6.3.3. Forme particulare ale relatiei lui Bernoulli

In cazul miscirilor permanente primul termen al relatiei (6.22) se
anuleaza, fiind o derivata partiald in raport cu timpul, si relatia devine

v &y dz
V2

dp
d(7+JF+Um]+2cox 0, o.|=-8,. (6.24)
u 1% w

Daca integrarea se efectueaza pe o linie de curent, pe o linie de vartej
sau intre doud puncte ale unei curbe oarecare, dar in cazul miscarii
elicoidale a fluidului, determinantul se anuleaza si relatia (6.24) ia forma

2
d[—+ jd—p+ UmJ =31, (6.25)
2 p

Relatia lui Bernoulli rezulta din integrarea ecuatiei (6.25) in camp
gravitational (U m=8z+ const) intre doud puncte alese conform ipotezelor

admise si este o ecuatie de bilant de energie.
In cazul fluidelor incompresibile grele se scrie

2 2
VL+ﬂ+zlel+p—2+zz+h,, , (6.26)
2g v 2g v -
unde #, = 1 JSZV este pierderea de sarcind intre punctele 1 si 2,
&

reprezentand un lucru mecanic rezistiv.

Relatia (6.26) se aplica lichidelor sau uneori si gazelor, de exemplu
in cazul cosurilor de fum foarte inalte la care energia de pozitie nu poate fi
neglijata.
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in studiul fluidelor incompresibile usoare fortele de greutate pot fi
neglijate in raport cu cele de inertie si de presiune si rezulta

2 2
won_V _ p, a1, (6.27)
2 p 2 P13

Pentru fluide compresibile usoare relatia (6.25) se scrie sub forma

2
d{V— + d—p] =51, (6.28)
2 p

Procedand similar cazului fluidului nevascos, prezentat in
subcapitolul 5.3.3., se deduc relatiille Bernoulli pentru fluide vascoase
compresibile.

Dacad miscare este izotermica, integrand relatia (6.28) intre punctele
1 si 2 situate pe aceeasi linie de curent se obtine

2 2
W Pl Y2 Payp s [a1, (6.29)
2 p 2 P 12
2 2
sau P Ve [a1, . (6.29")
2 P1 1 %) 2 1.2

Pentru miscarea adiabatica, se deduce relatia

2 2

L En B, Kk, oy, (6.30)

2 k-lp 2 k-lpy
Sau
k-1

W kp p )k |V

L0 WA & § B ) _r2 J' 81, . (6.30”)
2 k-lp P
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Relatia Bernoulli pentru miscarea politropa este

n—1

2 — 2
w.oonn I_LQ) oL, J 3L, (6.31)
2 n_lpl P1 1,2

unde 7 este coeficientul politropic.

Miscarea semipermanentd in lungul unei traiectorii este
miscarea nepermanentd la care directia vitezei locale este fixd. Relatia lui
Bernoulli in acest caz este asemanatoare cu ecuatia Bernoulli Tn miscare
semipermanenta pentru fluide nevascoase, dar se adaugd un termen
suplimentar #4,;,, reprezentand pierderea de sarcina in lungul traiectoriei,

intre punctele 1 s1 2.
Intereseaza in mod deosebit forma relatiei lui Bernoulli in miscare
semipermanenta pentru fluide grele, incompresibile

i P 1
—tzi=—=—+—"=+zp+— |——ds+h, . (6.32)

6.3.4. Relatia lui Bernoulli pentru un tub de curent

Relatia lui Bernoulli este dificil de utilizat, deoarece implica
identificarea punctelor (pe aceeasi linie de curent, pe aceeasi linie de vartej
etc.). Este mult mai indicat sa se identifice o forma a relatiei Bernoulli
valabild pentru doud puncte situate pe o linie de curent fictiva, unde fluidul
ar avea viteze egale cu vitezele medii in sectiunile normale tubului de
curent.

Se considerd un tub de curent s1 doud sectiuni normale acestuia S| si

S,, plasate In zone in care liniille de curent sunt drepte (fig. 6.4). Se
presupune cd se iau in considerare suficient de multe linii de curent, incat
fiecare particula fluida care are centrul de masa in §; apartine unei linii de

curent. Deoarece liniile de curent se conserva, aceleasi linii de curent se vor
gasi §1 In sectiunea S, .
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—_—

Se noteaza W, p, z viteza, presiunea §i cota geometricd ale unei

particule fluide, situate in sectiunea S, iar cu V viteza medie in sectiunea
S.

Conform relatiei lui Bernoulli, doua particule de fluid plasate in
sectiunile S} s1 S5, apartinand aceleasi lini1 de curent au aceeasi energie
totala, in ipoteza fluidului ideal. Suma energiilor mecanice totale ale tuturor
particulelor din sectiunea §; este egald cu suma energiilor mecanice totale
ale particulelor din sectiunea S, . In cazul miscarii permanente a unui fluid
greu incompresibil se poate scrie

2 2
[ W2 Py lam= (| 2= 25 gz dm | (6.33)
sL2P SUE P

unde dm =pW dS Az. In portiunile cu linii de curent drepte ale tubului de
curent p/p + gz = const.

Fig. 6.4. Relatia Bernoulli pentru un tub de curent.

Se considerd centrele de masd ale sectiunilor S} si S,, unde
presiunile si cotele sunt p;,z; st p,,z,. Relatia (6.33) se poate scrie,
notand cu Q debitul tubului de curent,

1 [[pias, +(ﬂ+ gzl)Q=l [[pr3as, +[&+g22)Q . (634)
2S1 P 2S2 P
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Viteza locald se poate scrie sub forma W =V + AV, cu AV pozitiv
sau negativ. Se calculeaza

[[ias=[[(v+ar)ds=

- _U[V?’ +3V2(AV)+3V (AV) +(AV)3}dS= [[ras + [[3r*(ar)ds +

3 [[(aryas+ [[(av)’ as=r3s+3v [[(ar) ds + [[(ar) as.
(6.35)

deoarece [[3772 (AV)dS =317 jj(W—V)dS=3V2[j WdS—VS]=O.

Se noteaza

1 s 3 AVY o L AVY 3 e AV
o dS_1+E£j(7) dS+§£j(7] ds=1+§g[7j s

(6.36)

intrucdt se poate considera (AV/ V)3 < 1. Coeficientul o se numeste

coeficientul lui Coriolis i caracterizeaza influenta distributiei neuniforme a
vitezei In sectiunea tubului de curent asupra marimii energiei cinetice a
fluidului care trece prin sectiunea consideratd. Pentru curgerea laminara
intr-o conducta circularda o =2, 1ar pentru curgerea turbulenta
a=1,05...1,15.

Relatia (6.35) devine

ij3dS V3S + 373 H(AVj ds = V%{ H(AVj dS]—ocV 0.
(6.37)

Relatia lui Bernoulli pentru un tub de curent se scrie sub forma
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oy NZ

+ P = + P20 (6.38)
2g Y 2g v

Relatia (6.38) reprezinta relatia lui Bernoulli generalizata pentru
migcarea permanentd a fluidelor incompresibile grele, nevascoase, valabila
pentru un curent de fluid de sectiune finita, inclus intr-un tub de curent.

In cazul fluidelor vascoase trebuie considerate si pierderile de sarcina
prin rezistente hidraulice,

2 2
V3
LAWY R U W L (6.39)
2g v 2g v

unde ¥; si V, sunt vitezele medii ale fluidelor in sectiunile §; si S,
normale tubului de curent.
Similar se poate deduce coeficientul lui Boussinesq notat cu 3, care

caracterizeaza influenta distributiei neuniforme a vitezei in sectiunea
normald tubului de curent asupra marimii cantitatii de miscare a masei de
fluid care trece prin sectiunea considerata,

B= UWzdS 1+—”AV ) dS =1+ —U(AVJ dS. (6.40)

V2

Pentru curgerea turbulenta 3 =1,01-1,05.

Relatia lui Bernoulli generalizata pentru miscari semipermanente ale
fluidelor grele incompresibile vascoase este

oy Iy’ P v

+ﬂ+21=i +2+ —ds + h , (6.41)
28 v 28 Y g; ot

unde ds este elementul de arc al axei tubului de curent, ¥ =V (s,t) - viteza
medie in sectiunea normala, p - presiunea pe axa tubului de curent si
z - cota geometricad pe axa tubului de curent.
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6.3.5. Reprezentarea grafica si interpretarea energetica a relatiei
lui Bernoulli pentru fluide vascoase

Fie un plan de referintd orizontal ales arbitrar O-O si o linie de
curent C —C" oarecare din mediul fluid aflat in migcare. Fie punctele M,
st M, de cote z; s1 z, (fig. 6.5).

Relatia lui Bernoulli pentru un fluid greu incompresibil in miscare
laminara este

2 2
Vi V-
L N PR R R S (6.42)
2¢ v 22 v "
z nivel energetic (plan de sarcini) I

linie energetici

2 '
" 2 £
%5 oy 2 Vs
g 2z 33g
linie piezometried | o
+
P3
P £ y
"rf 11111 :_ — . C!
4l M4 H
axa tubului de curent
Z3
c
4
l nivel de referinta
D h 4 ¥ C)

Fig. 6.5. Interpretarea geometrica a relatiei lui Bernoulli pentru un fluid vascos.

Se observa ca relatia (6.42) pentru fluide incompresibile in miscare
laminard diferd de relatia Bernoulli pentru fluide ideale prin aparitia
termenului suplimentar,
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by, | = j61V=—l [ v Audx+Avdy+Awdz+ld(divr7) . (6.43)
g5 &1 3

Linia energetica pentru un fluid real nu este o dreaptd paralela cu
planul de referinta, ci o curbd care coboara continuu, energia totald a
particulei scazand in sensul deplasarii acesteia.

Relatia lui Bernoulli reprezinta aplicarea principiului transformarii si
conservarii energiei: energia in punctul 1 al liniei de curent este egald cu
energia in punctul 2 al liniei de curent, la care se adauga energia disipata
datoritd viscozitdtii. Energia mecanica disipata de fluid in timpul curgerii se
transforma 1n energie termica.

De regula, intereseaza relatia lui Bernoulli, scrisa intre doud puncte
aflate pe aceeasi linie de curent fictivd, unde vitezele sunt egale cu vitezele
medii Tn sectiunile normale tubului de curent,

2 2

v V.
0‘1_1+ﬂ+21=0°2_2+&+22+hr12, (6.44)
2g v 2g v -

In cazul miscarii semipermanente a unui fluid real in lungul unei
traiectorii, in partea a doua a relatiei lui Bernoulli apare termenul

1 oV . : . .
— a—ds, care reprezintd lucrul mecanic necesar Invingerii fortelor de
¢

g
inertie datorita accelerarii miscarii de la punctul 1 la punctul 2.

6.3.6. Aplicatii ale relatiei lui Bernoulli pentru fluide vascoase

Tubul Venturi

Tubul Venturi este un debitmetru, format dintr-un un tub convergent-
divergent intercalat pe conductd. Se compune dintr-un tronson cilindric de
acelasi diametru Dj ca si conducta, un trunchi de con convergent de unghi

total 20" —22°, un col cilindric de diametru D, si un trunchi de con

divergent de unghi total 7" —15" care face legatura cu tronsonul de
conducta aval (fig. 6.6). Pe componentele cilindrice ale dispozitivului sunt
prevazute prize de presiune statica.

Considerandu-se fluidul nevascos, conform ecuatiei de continuitate
O =V 4, =V, 4, sirelatiei lui Bernoulli se poate scrie
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2 2 2 2 2 4
p-py_Vi-W _V; 1{&) D (6.45)
Y 2g 2g 4 22| Df

unde p;, p, sunt presiunile relative, 1ar V|, V5 vitezele medii in sectiunile 1
s12. Se noteaza A4,/ A =m si se calculeaza viteza fluidului

Y

A 2\/2g(pl—p2). (6.46)
m

M,

Pra |

Fig. 6.6. Tubul Venturi.

In tehnica, pentru fluide reale (vascoase) se aplica un coeficient de corectie
si viteza fluidului se determina cu relatia

V=0
’ N1-m? v




6. DINAMICA FLUIDELOR VASCOASE IN REGIM LAMINAR 189

Coeficientul de corectie a vitezei ¢, tine seama de pierderile de
sarcind din cazul real al fluidului vascos ( 6.38 ) si are o valoare cuprinsa
intre 0,92 +0,99. Debitul real se obtine utilizand coeficientul de debit p
subunitar, a cdrui valoare detine seama de pierderile de sarcind in aparat §i
valorile supraunitare ale coeficientilor lui Coriolis §i de contractia
curentului in sectiunea colului de arie 4,,

O=pdy — 2\/2g(pl_p2). (6.48)
1-m v

Daca presiunile p; si p, sunt prea mari pentru a utiliza tuburi

piezometrice se racordeaza la prizele de presiune un manometru diferential,
debitul masurat fiind

O=pdy — 2\/2["'" —lnghm : (6.49)
1-m P

unde A#h, este denivelarea lichidului manometric de densitate p,,.
Coeficientul de debit p al tubului Venturi se determina experimental prin
etalonare si se stabileste in functie de numarul lui Reynolds al curgerii. De

exemplu, pentru un tub construit conform standardelor in vigoare, o valoare
m=0,2+0,5 st Re>200000 se considerd p=0,985.

Debitmetrul cu diafragma

Datoritd simplitatii constructive, debitmetrul cu diafragma este cel
mai raspandit aparat de masura a debitului. Asemenea tubului Venturi face
parte din categoria aparatelor bazate pe strangularea curentului de fluid.

Diafragma se monteaza intre doua tronsoane ale unei conducte de
diametru D. Orificiul diafragmei trebuie sa fie mai mare de 12,5 mm, iar

0,2<d/D<0,75. Prizele de presiune se plaseaza in sectiunile S; si S5,

conform figurei 6.7. Formula de calcul a debitului este (6.49), cu observatia
ca, u, coeficientul de debit este mai mic decat in cazul tubului Venturi,
datorita pierderilor de sarcind mai mari.
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N/

spre manometrul

diferential

Fig. 6.7. Debitmetrul cu diafragma.

6.4. Cazuri de integrare exacta a ecuatiilor
Navier-Stokes

In sistemul Navier Stokes (6.11) sau (6.12) numarul de ecuatii este
egal cu numdrul de necunoscute, insd integrarea este dificild, ecuatiile fiind
neliniare. Se apeleazd la metode aproximative de rezolvare, deoarece
solutiile exacte sunt posibile numai pentru miscari relativ simple. In
continuare, sunt prezentate cateva solutii exacte pentru sistemul de ecuatii
Navier Stokes.

6.4.1. Curgerea permanenta intre doua placi plane paralele

Fie miscarea unui lichid de densitate p si viscozitate v intre doua
placi plane paralele, de suprafatad foarte mare, situate la distanta 4. Placile
sunt mobile, cea inferioard deplasandu-se cu viteza -}, respectiv cea
superioard cu V5, in directia axe1 Ox .

Se integreaza sistemul de ecuatii corespunzator unui fluid vascos
incompresibil in migcare laminara (6.12) in ipotezele:
ou oOv ow j

= = =01;

1) curgerea este permanentd | —=—=—=
) curg P (Gt ot ot
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2) curgerea este pland v=0, 8_u =0, @ =0, 8_w =0;

oy oy oy
3)curgerea se desfasoara in lungul axei Ox, deci u = u(x,z), w=0.

: e ou S
Ecuatia continuitatii se reduce la ™ =0, de unde rezultd u =u(z).
08

Componentele fortei masice exterioare pe unitatea de masa sunt

Fpe=0, F,,=0si F, =-g.Rezulta
2
o=t du 1 _, 1o__, (6.50)
pox d? poy p Oz

Deoarece u =u(z), din prima ecuatie rezulta

ap
- = fi(2), (6.51)

iar din ecuatiile a doua si a treia rezultd variatia presiunii in planul
X =const ,

p=-pgz+fi(x) = Lopi(x). (6:52)

In concluzie, dp/dx =const. Prin integrarea primei ecuatii din sistemul
(6.50) se obtine expresia vitezei axiale

u(z)= 21n 21; 24+Cz+GC, . (6.53)

Constantele de integrare C; s1 C, se determind impunand conditiile
la limitd corespunzatoare aderentei fluidului la placi: pentru

z=0, u=-1, iar pentru z=h, u=Vr,. Se deduce
e =Nt Ly oy irelatia (6.53) devine
h 2n ox
u= L P oy (6.54)

2n ox
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Se analizeaza trei cazuri:
a) Miscarea fluidului se datoreste in exclusivitate deplasarii placilor,
presiunea fiind constanta in lungul axei Ox, dp/0x =0.

Legea de repartitie a vitezelor este liniara,

n+n

u=

-7 . (6.55)

Tensiunea tangentiala este constantd in sectiune si are valoarea

du " +V-
T =n_=n¥'

=N p (6.56)

Daca placa inferioara este fixa, /| =0, miscarea obtinutd se numeste
curgerea Couette (fig.6.8), pentru care

v : v
=722 s tzxznf. (6.57)

u

M=V2
rad ya d

e
=l

O u=0

Fig. 6.8. Curgerea Couette.

Stratul de fluid superior actioneaza asupra stratului de fluid inferior
in sensul accelerarii acestuia, iar stratul inferior actioneaza asupra stratului
superior 1n sensul frandrii acestuia.
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b) Miscarea fluidului se datoreste unui gradient de presiune negativ,
Op/0x =const.<0 in lungul axei Ox, ambele placi fiind fixe. Expresia

vitezel devine
u ———Z(z—h). (6.58)

Miscarea este cunoscuta in literatura de specialitate sub denumirea
de curgerea Poiseuille. Se observa ca viteza are o distributie parabolica
(fig. 6.8) cu viteza maxima la z =//2 mijlocul distantei dintre placi

(9
Uy = Q(_a_ij . (6.59)
z r
i i d
T ' )
) h Yenax

L J

Fig. 6.9. Curgerea Poiseuille.

Se calculeaza debitul intre placi

h
= 6.60
J 1211( 8x) ( )
si viteza medie
. _g_ﬁ(_a_pj_zu (6.61)
med ho12n0 ox 3 “‘max - .
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Pentru z € (O,ﬁj, d_u >0 s1 modulul tensiunii tangentiale este “sz‘ = nd—u,
2) dz dz
h du : . :

pentru ze|—,h| |, E<O si modulul tensiunii tangentiale este

du - o .
‘r Zx‘ =-n— . Rezultd modulul tensiunii tangentiale
dz

1( 3
Ty =5(—a—§)‘2z — . (6.62)

Se observa cd la mijlocul distantei intre pldci, tensiunea tangentiala este
1( op
sz‘max 25 _8_ h
X

c) Miscarea fluidului se datoreste atit deplasarii placilor, cat si
scaderii presiunii in lungul axei Ox. Cand placa superioard se deplaseaza,
iar placa inferioara este fixa, miscarea se numeste curgerea Couette-
Poiseuille. Inlocuind 7; =0 in expresia (6.54), se obtine

nula, iar pe placi modulul acesteia este maxim,

1 8p V2

u=—-—z(z—-h)+—=z . (6.63)
2n ox ( ) h
z z
A A
h
h
y (2] y 1(2)
7, %
a) Viteza V), este orientata in b) Viteza V5 este orientata
sensul negativ al axei Ox. sensul pozitiv al axei Ox.

Fig. 6.10. Miscarea Couette-Poiseuille.
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In figura 6.10. a) este prezentatd repartitia vitezei u(z) pentru
orientarea vitezei ¥, in sensul negativ al axei Ox. In figura 6.10. b) sunt
prezentate repartitiile vitezei u(z) pentru orientarea vitezei ¥, in sensul
pozitiv al axei Ox; curba 1 corespunde cazului dp/0ox =0, curbele 2, 3, 4 si

5 corespund la diferite valori negative ale gradientului.
Se determina debitul

h h 3
Q= [udz= ia—pz(z—h)+ﬁz dz:h—(—a—pj+V2—h (6.64)
2 h 120 ax) 2

s1 mdrimea tensiunii tangentiale, la distanta z unde du/dz <0,

du 1( 0Op Vs
=N—=—| — ((2z-h)-n—= . 6.65

Studiul problemei miscarii permanente intre doud placi plane
paralele reprezintd un prim pas in abordarea teoriei hidrodinamice a
lubrificatiei.

6.4.2. Miscarea Hagen - Poiseuille

Numeroase aplicatii tehnice se referda la transportul si distributia
fluidelor prin instalatii hidraulice. De reguld, regimul de curgere prin
sisteme hidraulice este turbulent, insa in unele cazuri, de exemplu curgerea
pacurii si a produselor petroliere, poate fi si laminar. In cele ce urmeazi se
prezintd studiul miscarii laminare printr-o conducta circulara.

Fie o conducta circulara dreaptd orizontala de diametru D, prin care
are loc migscarea permanenta si uniforma a unui fluid real (fig. 6.11). Pentru
rezolvarea acestui caz, cunoscut in literatura sub denumirea de miscarea
Hagen-Poiseuille, se integreaza sistemul de ecuatii Navier — Stokes n
coordonate cilindrice (prezentat in anexa 1, cu observatia ca aici axa Oz se
noteazd cu Ox si componenta vitezei V, cu u ). Se admit ipotezele:

(O
1) curgerea este permanenta > =01;
i:
00
3) curgerea se desfagsoara in lungul axei orizontale Ox, deci
uzu(r,x), V.=0.

2) curgerea este axial simetrica Vy =0,

b
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4) curgerea se datoreste scaderii presiunii in lungul axei Ox.

=10
F _‘=-‘_:_\‘
id
o oax \
e
L _.=-""'H’.

Fig. 6.11. Repartitia vitezelor in miscarea laminara a fluidelor reale in conducte

circulare.

Sistemul de ecuatii Navier Stokes se scrie sub forma

Qg o
ox p Ox
oo 17
p Or
by L
pr 00

2 2
oy QU O LTouy (6.66)
or’  ox> ror
(6.67)
(6.68)

Din ultimile doua ecuatii se observd ca in plane perpendiculare pe
axa conductei presiunea are o variatie hidrostatica. Tinand seama de ecuatia

continuitatii (anexa 2),

8Vr 1 aVe 8u
or r 09 Ox

V

+ =0, (6.69)

r

se deduce Z—u =0 si pentru o conducta orizontala relatia (6.66) devine,

X
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2
0=t |0 Lo (6.70)
ot ror

Deoarece p = p(x) si u=u(r), se poate scrie

0=-¥ .1 i(rd—“j . (6.71)
dc« r|dr{ dr
Se considera dp/dx = const. si, integrand o datd in raport cu r=d /2, se
obtine
r? dp du
O=——F+r—+(. (6.72)
2ndx  dr

. .. . . du g
Pe axa conductei r =0 si viteza este maxima, deci — =0. Rezulta C; =0

dr
si relatia (6.72) devine
__rdp du (6.73)
2ndx dr
Dupa o a doua integrare se obtine
2
U= —r—(—d—p) +Cy . (6.74)
4n\ dx

Constanta C, se determind din conditia la perete: pentru r=ry=d/2,

2
viteza este nula u =0, deci C, = :L (—%) Rezulta ca repartitia de viteze
n
se determind cu expresia
2 2
u="0"" (—d—pj . (6.75)
4n dx

Se observa ca reprezentarea grafica a repartitiei de viteze este o parabola.
Viteza maxima este atinsd pentru » =0 si are valoarea
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2
i dp
Uy = —4011 (——J : (6.76)

Relatia (6.76) se scrie sub forma adimensionala,

2
U LL) (6.77)

max U

u

Repartitia de viteze este parabolica si este independentd de dimensiunile
absolute ale conductei si de natura fluidului. Debitul se determina cu
expresia

- d
0= _Uul”drdG = jdG Iurdr =27 JO—(——p)rdr _
’ 00 o (6.78)

N Y (d_p]_é‘(d_pj
ol % 2 4]0 d) sq \ dr

Viteza medie este

nr(;‘ ( dp)
o | 4. 2
8 dx) x d, 1
Umed = Q2 == 2 =L(__pj=_umax . (6.79)
Ty Ty 8T] dx 2
Tensiunea tangentiald are expresia
du r( dp
SN . <4 6.80
=T 2( dx) (6.80)
iar, tensiunea tangentiala maxima este
o (_dp
T === 6.81
() o

deci
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T

T (6.82)

T rx

max

In consecinta, repartitia tensiunilor tangentiale este liniard si este
independentd de dimensiunile absolute ale conductei si de natura fluidului.
Daca presiunea scade liniar in lungul axei Ox, cu valoarea Ap (care

se poate masura cu un manometru diferential), gradientul de presiune intre
punctele 1 si 2 situate la distanta / este

Y _A_pP=Py (6.83)
dc |/ I

Rezulta repartitia vitezei

2 2
I"O —-r
=0 =" (pr-py), 6.84
.y (p1-p2) (6.84)
debitul
0= (1 py) (69
_8nl p1-P2), .

viteza medie

2
’/' p—
med = Q2=8Lpl sz , (6.86)
TU"O n

u

si tensiunea tangentiala

T =(pl_2%)r . (6.87)

6.4.3. Pierderea de sarcina la curgerea laminara intr-o conducta
circulara ( formula lui Darcy)

Se considera o conducta circulara, orizontala, de diametru constant D
prin care circula un fluid incompresibil in miscare uniforma laminard. Se
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scrie relatia lui Bernoulli intre doud puncte 1 si 2 si se calculeaza pierderile
de sarcina intre cele doud puncte

2 2
PR LAY/ N LI - B (6.88)
o 2g 2¢ v

Conducta fiind orizontala, z; = z,, si de diametru constant, V] =V, , relatia
anterioara devine tinand seama de (6.79),

pr—pPr 8l 321l 32v i
hr1_2 == 2= 5 Umed = 7 Umed = 5 Umed - (6.89)
Y an v D gD

Numarul Reynolds se determind cu formula

D : D
Re = tmed =~ ,deci v= Ymed = (6.90)
\% Re
si rezulta
Umed D
321y 32 1= 64 1 u2,,
by ) =5 Umed = 2 HUmed T LT T (6.91)
Se noteazd cu A expresia adimensionala
A =64/Re, (6.92)

denumita coeficientul Darcy. Pierderea de sarcind intre punctele 1 si 2 se
determind cu formula lui Darcy

2

p =g tmed (6.93)
1-2 D 2g

Formal expresia se pastreaza si pentru miscari turbulente, valoarea si
modalitatea de determinare a coeficientului lui Darcy fiind diferita.
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Capitolul 7

DINAMICA FLUIDELOR VASCOASE iIN
REGIM TURBULENT

7.1. Caracteristicile miscarii turbulente

Majoritatea curgerilor intalnite in tehnica, de exemplu in sisteme de
conducte si in masini hidraulice, sunt turbulente. Curgerea turbulentad este
structural, fizic si energetic diferitd de cea laminara.

7.1.1. Structura miscarii turbulente

Revenind la experienta lui Reynolds (subcapitolul 6.1) se constata ca
dupa depasirea unui anumit numar Reynolds critic, liniile de curent nu mai
sunt aproximativ paralele cu directia principald de curgere si apar vartejuri
ce se disperseazi in fluid. In miscarea turbulentd, grupuri de particulele
fluide sunt amestecare si transportate dezordonat, in raport cu timpul si
spatiul. Chiar dacd miscarea de ansamblu este permanenta la scara
macroscopicd, marimile hidrodinamice nu sunt constante, variind in jurul
unor valori medii.

Curgerea turbulenta se caracterizeaza prin iregularitati mari in timp
si spatiu, descrierea ei in detaliu fiind practic imposibila. In ansamblu insa,
teoria probabilitatilor si statistica matematicd pot oferi indicatii privind
legile care o guverneazi. In principiu, se considerd ci miscarea turbulenta
este determinatd de suprapunerea unei miscari fluctuante, in care sunt
antrenate grupuri mari de particule peste o migcare medie. Avand in vedere
neregularitatea §i variatia in timp i spatiu a tuturor marimilor
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hidrodinamice, presiune, viteza, temperatura, studiul evolutiei marimilor
instantanee nu are rost. Descrierea matematicd apeleazd la metode de
mediere, care permit trecerea de la marimile instantanee la marimi medii. O
marime hidrodinamica in miscare turbulentd se compune dintr-o

componenta medie 7 si o componenta de pulsatie (fluctuatie) ',

f=f+1" (7.1)

Pentru obtinerea valorii medii se pot folosi in principiu patru metode
diferite: medierea temporald, medierea spatiald, medierea spatio-temporala
si medierea statistica. Se defineste media temporala prin

_ t+T
f=0 [ far. (7.2)
t

Intervalul de timp T se alege suficient de mare, pentru ca functia de
mediat sa se repete cu o bund aproximatie, dar mult mai mic decat
intervalul de timp in care au loc variatii macroscopice ce nu pot fi atribuite
fenomenului de turbulents. In figura 7.1 se prezinti exemple de miscare
medie turbulentd permanenta si nepermanenta.

VJ\. V F

% Jr, ™
¥ = const
r ¢
a) Miscarea medie turbulenta b) Miscarea medie turbulenta
permanenta. nepermanenta.

Fig. 7.1. Variatia in timp a vitezei intr-un punct al fluidului Tn miscare turbulenta.
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Daca intereseaza viteza instantanee V =ui+vj+ wk intr-un punct
fixat, componentele acesteia se pot scrie ca fiind formate din valorile medii

intimp u,v,w si componentele de pulsatie u',v', w',
u=u+u', v=v+v, w=w+w', (7.3)

unde valorile medii se calculeazd ca medii temporale intr-un punct fix ,

LT _oq T _q T
uz? Iudt, v=? Ivdt, w=? ;[wdt. (7.4)

Similar presiunea instantanee este

p=p+p' . (7.5)

O. Reynolds a stabilit o serie de proprietdti ale operatorului de mediere:

1l‘+T 1t+T 1t+T .
f+g=? t_|'(f+g)dz=? tJ'fdt+? tjgdt=f+g, (7.6)
T | T B
cfz? t_[(cf)dtzc? tjfdt=cf , C=cConst. , (7.7)
L 1t+T 1t+T 1t+T_ o

"= 'dt=— dt__ dt: - =07 7'8
s = [ ra-— [ fd=7-f (7:8)

t t t

_ 1t+T_ _1t+T L
g=o tf(fg)dt=f; tfgdt=fg, (7.9)

i_i lt+T _li t+T _l t+Tgl _@
ox _8XI:T det]_Tﬁx{ -[fdt T t-[ﬁxdt ~lox A7.10)
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T (T _
fe=o [ fadi=— [(F+/)(g+g)di=
| t+T_t_ | t+T_t (T T
= | Fadrr _[fg'dt+? If'gdt+? jf'g'dt=
t t t t
=fg+/'g (7.11)

Relatiile (7.6)-(7.11) sunt folosite la stabilirea ecuatiilor de miscare
a fluidelor vascoase in miscare turbulenta.

7.1.2. Analogia lui Bahmetev

S-a constatat experimental cd repartitia vitezelor intr-o miscare
turbulenta este mai aplatizata decat intr-o curgere laminard (fig. 7.2).
Explicatia constd in transferul de masa intre straturile vecine, datoritd
amestecului turbulent. Pentru a ilustra fenomenele care au loc intre doud
straturi de fluid se poate face apel la analogia lui Bahmetev.

F 71 F 7=
;": ] B »| 04
| L ] A LA
a) curgere laminara b) curgere turbulenta

Fig. 7.2. Distributia de viteze intr-o conducta circulara.

Se imagineaza doua trenuri identice 4 s1 B care se deplaseaza paralel
in aceeasi directie cu viteze diferite, viteza trenului 4 fiind mai mica decat
viteza trenului B. In fiecare vagon se afld un numdir oarecare, acelasi in
toate vagoanele, de saci cu nisip de mase egale m, in dreptul fiecarui sac
existand un om. Cand trenurile sunt fata in fatd, se arunca sacii din trenul 4
in trenul B si invers (fig. 7.3). Masa transportatd de trenuri ramane aceeasi,
insa se constata cresterea vitezei trenului A4 si micsorarea vitezei trenului B,
datorita schimbului de cantitate de miscare. Astfel, la un schimb de cate un

sac cantitatea de miscare a trenului B scade cu valoarea m(VB -V, ), lar a
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trenului 4 creste cu aceeasi cantitate. Variatia cantitatii de miscare in
intervalul de timp céat dureaza acest schimb de saci duce la aparitia unor
forte care actioneaza asupra trenului 4 in sensul accelerarii §i asupra
trenului B 1n sensul frandrii. Se constatd o tendintd de uniformizare a
vitezelor celor doua trenuri.

O—t» <O [
|
-
"

O—+> <40
O—> «0O
Ot <O
Ot» O
O4> G

Fig. 7.3. Analogia lui Bahmetev.

Fenomenul este analog miscarii a doua straturi de fluid vecine, daca
in locul sacilor se considerd particule fluide. In miscarea turbulent,
datoritd schimbului cantitdtii de miscare intre straturi apar forte tangentiale
suplimentare, ce conduc la o tendintd de egalizare a vitezelor, profilul de
viteze In miscarea turbulentd fiind aplatizat spre deosebire de cel din
miscarea laminard care este o parabold (fig. 7.2). In ceea ce priveste
pierderile de energie s-a constatat experimental ca acestea sunt mai mari in
miscarea turbulentd decat in cea laminara, ceea ce sugereaza existenta unor
tensiuni suplimentare.

7.2. Ecuatiile de miscare ale fluidelor vascoase in regim
turbulent

Deducerea ecuatiilor de miscare ale fluidelor véscoase in regim
turbulent se poate realiza pe mai multe cai. In cele ce urmeaza se prezinta
doua dintre cele mai cunoscute .

7.2.1. Tensiuni suplimentare turbulente aparente

Se considera o curgere pland stationard in medie a unui fluid
incompresibil 1intre doi pereti plani paraleli, in care distributia de viteze
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medii are o anumita formad, iar liniile de curent medii sunt paralele cu
peretii dati. Schimbul de cantitati de miscare intre straturile vecine conduce
la aparitia de tensiuni turbulente pe suprafata de separatie intre straturi.

Fie doua straturi de fluid invecinate notate 4 si B si un punct M
situat de suprafata de separatie dintre straturi, caracterizat prin viteza medie
u si componentele vitezei de pulsatie u' si v'. Se considera in jurul
punctului ales elementul de suprafatd dS, paralel cu axa Ox (fig. 7.4). In
intervalul de timp df, prin suprafata dS, trece datorita vitezei de pulsatie
v' masa elementard dm =pdS ‘v" dr . Variatia in directia Ox a cantitdtii de

miscare a acestei mase sub actiunea componentei u' este
d(mu')zdm-u'zpMdet'u'. In conformitate cu legea a doua a

dinamicii apare o fortd tangentiala suplimentara,

dP:M:p\v'\u'dS . (7.12)
dt
& __}"
L7 & ]
v
MT ' A7 =
My B

[ rl |

Fig. 7.4. Amestecul turbulent intre doua straturi vecine de fluid.

Valoarea medie in timp a acestei forte, raportatd la suprafata dS, este
tensiunea suplimentara turbulenta, datoratd amestecului turbulent,

Ty =—pu'v'. (7.13)

Se utilizeaza semnul minus, deoarece conform principiilor conservarii
masel, la o dilatare in sens longitudinal corespunde o contractare in sens
transversal. Tensiunea suplimentara turbulentd se adaugd tensiunii

tangentiale date de legea lui Newton 1

du . )
yx lam =N~ pentru fluide vascoase
dy
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(relatia 1.13). In concluzie, in miscarea turbulenta plana in directia axei Ok,
tensiunea tangentiald se determina cu relatia

=nj—i+(—pu'v'), (7.14)

cunoscuta n literatura sub denumirea de formula lui Prandtl.
Intereseaza valoarea tensiunilor suplimentare turbulente intr-un

punct oarecare dintr-o curgere spatiala. Se considera un punct M (x,y,z)

in interiorul unui fluid in miscare turbulentd si in jurul acestui punct o
suprafatd elementara dS, paraleld cu planul yOz (fig. 7.5). Masa de fluid

care trece prin suprafata dS, , in intervalul de timp d¢ este dm =pudS, dz,
iar componentele cantitatii de miscare mediate in timp care traverseaza
suprafata dS, in directiile axelor Ox, Oy s1 Oz sunt dH, =-puudS, dz,
dH_y = —puv ds, dr si dH, =—puwdS, dr, sau utilizind descompunerea

vitezelor in valori medii si viteze de pulsatie si formula (7.11),

dH, =—p(uu+u'u')dS, dt, (7.15)
dH , = —p(uv+u'v')dS, dt, (7.16)
dH, =—p(uw+u'w')dS, dt. (7.17)

& F

Y

)

Fig. 7.5. Componentele cantitatii de miscare al masei de fluid
care traverseaza suprafata d S, .
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Conform principiului variatiet impulsului (2.8), se calculeaza
componentele fortei care se exercitd pe suprafata dS, in cele trei directii,

— dH S —

dff =—*=—pluu+u'u')dsS, , 7.18
== =0 )ds, (7.18)
= dH_y 5
dey =?=—p(uv+u v )de, (7.19)
o _dH, s
dF,, = dtZ =—p(u w+u'w )de. (7.20)

Rezulta ca pe elementul de suprafatd dS, se exercitd tensiunea normala

—p(uu + u'u') in directia axei Ox, tensiunea tangentiala —p(uv + u’v’) in
directia axei Oy i tensiunea tangentiala —p(u w+ u'w') in directia axei Oz.

In concluzie, pe planul normal axei Ox, pulsatiile turbulente conduc
la aparitia tensiunilor suplimentare,

X =—pu'u’, 'L"xy =—pu'v' T =—pu'w', (7.21)

T

Prin permutdri se obtin tensiunile suplimentare turbulente si pe suprafetele
ds,, si dS.,

,c!yx =_pv'u', ,c!yy =_pv'v', ,c!yZ =_pvlwv, (7‘22)
T'Zx =_pwvu!, T!Zy =_pwlv!’ T!ZZ =—pW'W'. (7.23)
Tensiunile suplimentare turbulente normale, ‘Cxx, Tyy» T2z, sunt negative,

fiind orientate catre elementele de suprafata considerate (ca si pres1umle)

' ' ' '

iar cele tangentiale sunt pozitive, ‘C =1 datoritd

xp = Ty Vyz T Tz T xz
variatiei in sens contrar a pulsatiilor turbulente corespunzétoare. Tensiunile

suplimentare formeazd un tensor simetric de ordinul al doilea numit
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tensorul tensiunilor suplimentare turbulente

sau de amestec cu sase
componente distincte,

. Toox Tyx Toy _puvuy _pvvuv _pwvu!

T'=\ty, T, Ty |=|—pu'v' —pv'v' —pw (7.24)
' ' ' _puvwv _pvvwv —pW'W'
Txz Tyz T2z

Tensiunile suplimentare turbulente se adaugd tensiunilor aparute 1in
miscarea laminard datoritd viscozitatii, astfel incat tensiunile pentru
curgerea turbulenta se calculeaza cu expresia,

I 0 0
=, _
T=(-p+10)|0 1 0+
0 0 1
o 1fav ou) Afaw au)
ox 2{ox oy) 2\ ox oz (7.25)
1(ov  ou v 1(ow ov
2| =| —+— — —| —+—
2{ox oy oy 2l 0y Oz
1fow, au) 1fow ov) — aw
2 ox o0z) 2( 0y Oz 0z

_pu'2
+ —pu'v'

—pu'w'

_pvvuv

—pv'w'

—pw'u'

—pw'v'|.

_p W'2

Se constatd cd tensiunile ce apar in curgerea turbulentd contin un termen
suplimentar fata de curgerea laminard, ceea ce explica pierderile de energie
mai mari in miscarea turbulentd fatd de cele corespunzdtoare miscarii

laminare.
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7.2.2. Ecuatiile lui Reynolds

Deducerea ecuatiilor de miscare ale fluidelor vascoase in regim
turbulent cunoscute in literaturd sub denumirea de ecuatiile lui Reynolds,
poate fi efectuatd prin Inlocuirea in ecuatiile Cauchy (2.55-2.56) a
expresiei tensorului tensiunilor turbulente (7.25). Pentru un fluid
compresibil se obtin ecuatiile Reynolds, sau ecuatiile migcarii turbulente
pentru fluide compresibile. Din ecuatiile (7.26), se observa ca sistemul
Navier-Stokes s-a modificat prin adaugarea unor termeni suplimentari.

/’

ou —ou -du —Oou 16p - vob

—tu—+v—+w—=F, ————+VvAu+—+
ot ox Oy 0z p Ox 3 ox

+E{§(_Du )+ 2 o) 2 (o )} ,

@+5@+;@+E@=Fm —la—p+vA;+X—e+
ot ox Oy 0z Y op oy 3 0y
WO ==\, 0( S\, 0( ——

< +B{a(—pu 1% )+a(—pv 1% )+§(—pw 1% )j| ) (726)
aW+§aw+;aw+v_vaW=FmZ—la—p+vAv_v+X@+
ot ox oy 0z p Oz 30z
1O ——\, 0/ ——\ 0/ ——
+E{a(_pu W)+ (o) + 2o )} .

N

Calea clasicd de deducere a ecuatiilor Reynolds este utilizarea
operatiilor de mediere (7.6-7.11) pentru sistemul de ecuatii (6.12) format
din ecuatiile Navier-Stokes si ecuatia continuitdtii pentru un fluid
incompresibil. Se porneste de la prima relatie a sistemului scrisd sub forma

ou , Oum)  O(wv) [ oww) o 12 n, (7.27)
ot ox oy 0z p Ox

Se mediaza relatia (7.27) si rezulta
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ou —ou -0u —Oou
— tU—+V—+ W— =
ot ox Oy 0z
_ (7.28)
me—la—p+vA;— 8uu+8vu+8wu
p Ox ox oy 0z

Se scrie ultima paranteza, astfel incat sd se evidentieze expresiile
tensiunilor suplimentare turbulente si se obtine

u | —0u —0u —ou 10p —
— + u—+v—+w—= F, %P VAu +
ot ox oy 0z p Oz -
o e — Vv
CO’an 0’;?" } componenta convectivi  fortq ex- fortasu- fortasu-
taloca Ia a fortelor de inertie terioard, perficia- PF’”ﬁCZQ‘
Zﬁ”ﬁte or pe unitatea de masd masica | ld de pre-  1d devis-
einertie ) : cozitate-
e unita- peunita- Siune, pe ;
peunita- teade  unitatea peunt-
tea de masa masd de masd tatea de
masa
1| 0 — 0 — 0 —
+ — —(—pu'u')+—(—pv'u')+—(—pw'u') . (7.29)
p| Ox oy 0z

forta superficiala datorata pulsatiilor turbulente, pe unitatea de masa
Ecuatia continuitdtii devine prin mediere

a—u+@+a—W=0. (7.30)
ox 0oy Oz
Adaugand si ecuatia continuitatii (7.30) la ecuatiile obtinute prin permutari
circulare din ecuatia (7.29) se obtine sistemul (7.31) pentru curgerea
turbulentd a unui fluid incompresibil. Sistemul are 4 ecuatii si 10
necunoscute, componentele vitezei medii, presiunea §i tensiunile
suplimentare turbulente.
Problema principala a teoriei turbulentei este identificarea a inca 6
care sa stabileasca o legdturda 1intre necunoscutele
—pu'u',—pv'v,—pw'w',—pu'v,—pu'w',—pv'w' si restul marimilor.
Pana in prezent nu au putut fi stabilite ecuatii de inchidere universal
valabile si fie se apeleaza la teoria statistica a turbulentei, fie pentru cazuri
particulare de miscari se adoptda relatii semiempirice verificate
experimental.

relatii
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( 6_u+—8u+‘—}8_u+—8_u E,. _LOP s
ot ox Oy 0z p Ox
WOy ==\, 0( ——\ 0/ ——
ﬁa(_pu )2 o)+ 2o )}
LA L wL . _10P L oavs

p v
ow Ztaw+_aw+_aw—sz—la—p+vAw+
t X oy 0z p Oz
- 8, — b, —
+E{a(_puw)+a( o)+ 2 pww)}
Ju 8\/ 8w _0 (7.31)
| ox 8y oz

Chiar prin aceste metode, nu se obtin rezultate care sa oglindeasca pe
deplin fenomenul turbulentei, deoarece rugozitatea si natura peretilor pot
modifica semnificativ curgerea. In concluzie, se poate afirma ¢ fenomenul
turbulentei este departe de a fi elucidat.

In ceea ce priveste, conditiile la limitd pentru sistemele de ecuatii
(7.26), respectiv (7.31), acestea sunt identice pentru marimile medii din
miscarea turbulenta cu cele din miscarea laminara.

7.3. Relatia lui Bernoulli pentru miscarea turbulenta

Se procedeaza ca in cazul miscarii laminare, scriindu-se ecuatiile
Reynolds (7.26) sub forma Helmholtz. Se admite ca fortele masice deriva
dintr-un potential si fluidul este barotrop. Rezulta
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(= (=2 =) (- e N o
a_u EV_+ _p+U +w a_u_é_w ) @_8_14: A +X@+
ot ox| 2 p 0z Ox ox Oy X

| A2 o) 2 () o 2w |
(7.32)

Se inmultesc cele trei ecuatii (7.32) cu deplasdrile elementare
dx, dy, dz si se sumeaza. Se obtine

_, _ dx dy dz
0 (— » — V dp — — —
5(udx+vdy+wdz)+d(7+ ?+UJ+2co_x (o_y (O_z =3/, — 3,
u v.oow
(7.33)
unde lucrul mecanic elementar al tensiunilor turbulente aparente este
1| 0 —\ O — . 0 —
=0l =—| —(-pu'u')+ —(-pv'u'|+ —(-pw'u') |dx +
t p|:8x( P ) 8y( P ) 82( P ):|
1[0, ==,/ —. 0[ —
+—| —|-pu"v'|+—(—pVv'V')+—(-pw'V'| |dy +
2 (i) 2 o)+ 2 o) Jo
- (7.34)

1 o 0 =\, 0 T
+E a(—pu'w')+5(—pv'w)+g(—pw w)}dz.
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Termenii -6/, si —6/, sunt negativi, deoarece fortele de viscozitate si
tensiunile turbulente aparente sunt dirijate In sens invers sensului de
miscare a fluidului.

Pentru miscarea permanenta din relatia (7.33) se obtine

L, de dy de
7 dp —

d 74‘ J‘?'FU +2(D_x (D_y _Z =—61r. (735)
u \% w

Suma dintre lucrul mecanic al fortelor de viscozitate si lucrul mecanic al
tensiunilor aparente este lucrul mecanic rezistiv, -6/, = -6/, — 8/, .

Daca integrarea se efectueaza pe o linie de curent, pe o linie de vartej
sau Intre doud puncte aflate in miscare elicoidala, determinantul se
anuleaza si se obtine expresia,

_2 J—
d %+ L Ly ==l

. (7.36)
p

In cazul fluidelor incompresibile grele, relatia Bernoulli se scrie

?2 — 72 —
1__|_ﬂ.|_zl:L-|-&+22—|—hrl2 , (7.37)
28 v 28y i
1 . : : :
unde h,,1 , = I 8/, reprezintd pierderea de sarcind intre punctele 1 si 2
A

de pe linia de curent.

Expresiile relatiei lui  Bernoulli corespunzitoare fluidelor
incompresibile §i compresibile usoare in miscare turbulentd sunt similare
formal relatiilor Bernoulli pentru curgerea laminara (6.27-6.31) cu

observatia cd lucrul mecanic unitar al fortelor de viscozitate I o, se
1,2

inlocuieste cu lucrul mecanic unitar al fortelor rezistive J- oL, .
1,2
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7.4. Teoriile semiempirice ale turbulentei

Deoarece miscarea turbulenta este haotica, o caracteristica esentiald a
el o constituie fenomenul de difuzie, realizat prin schimbul rapid al
particulelor fluide intre ele si al caracteristicilor fizice pe care le poarta.
Ecuatiile si teoriile stabilite prin teorii semiempirice se bazeazd pe
consideratii de ordin teoretic strans legate de experimente. Sunt introduse
ipoteze privind tensiunile aparente, aldturi de relatii de legdturd intre
acestea si componentele medii ale vitezei.

O altd modalitate de a studia turbulenta este utilizarea teoriilor
statistice. Tratarea statistica a turbulentei are la baza ecuatiile de miscare
puse sub o forma care include proprietatile statistice ale campului aleator al
fluctuatiilor turbulente. Studiul prin aceastd metoda necesitd o analiza
statistica aprofundata, bazata pe numeroase masuratori de mare precizie.

Indiferent de modalitatea de abordare, descrierea matematica a
fenomenului turbulentei este complicatd si in momentul actual nu este
definitiv incheiata. Stadiul actual al cercetarilor permite totusi rezolvarea a
numeroase probleme practice.

7.4.1. Teoria coeficientului de viscozitate turbulenta al lui
Boussinesq

Pentru curgeri laminare (din conducte, straturi limita, jeturi) este
valabila legea lui Newton (1.13). Prin analogie, in cazul miscarii turbulente
plane uniforme in directia axei Ox, Boussinesq (1877) a introdus
coeficientul de viscozitate turbulenta &, de aceeasi dimensiune cu
viscozitatea dinamica (moleculard) 7,

—pu'_v'zgd—”. (7.38)

dy

Conform teoriei lui Boussinesq, tensiunea tangentiald este o functie
liniard de gradientul vitezei medii

t=(n+s)j—z. (7.39)

Spre deosebire de coeficientul de viscozitate laminarda care
corespunde unei proprietati fizice a fluidului, coeficientul de viscozitate
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turbulenta € ar trebui sa depinda de particularitatile curgerii respective si
de pozitia punctului. Plecand de la presupunerea cd atat agitatia moleculara
existentd si in curgerea laminard, cat si cea macroscopicd datorata
turbulentei conduc la efecte medii asemandtoare, teoria lui Boussinesq
admite ipoteza €= const. Este putin plauzibild o asemenea presupunere,
deoarece de exemplu ar implica o distributie a vitezelor in curgerea
turbulenta similard celei laminare, iar variatiile mari de cantitate de
miscare datoritd fluctuatiilor ar fi complet ignorate.

In ciuda acestor limitiri esentiale, ipoteza viscozitatii turbulente
constante aplicatda curgerilor cu frontiere libere (jeturi, dare etc.) conduce
uneori la rezultate conforme cu experienta. In practica, teoria coeficientului
de viscozitate turbulenta a lui Boussinesq se utilizeazd in cazul miscarii
straturilor de aer atmosferic sau chiar ale apelor marilor si oceanelor, iar
rezultatele constituie un prim pas, ce permite acumularea de informatii utile
pentru calcule mai precise.

7.4.2. Teorii privind lungimea de amestec

Multa vreme cea mai utilizatd metodd de inchidere a ecuatiilor
curgerii turbulente a constat in utilizarea notiunii de /ungime de amestec.
Acest concept corespunde fizic distantei parcursa de o particuld pe o
directie transversald curgerii medii cu conservarea caracteristicilor, inainte
de a fi modificate conform noii vecindtati. Desi in realitate fenomenele sunt
mult mai complicate, adoptarea conceptului de lungime de amestec a
contribuit la stabilirea unor relatii semiempirice, confirmate de
experimente. Modelul fizic original al lungimii de amestec 1-a constituit
analogia cu teoria cineticd a gazelor, potrivit careia proprietatile
moleculelor raman neschimbate intre doud ciocniri succesive.

Teoria lui Prandtl (1925) se bazeaza pe ideea conservarii cantitdtii
de miscare pe o distantd egald cu lungimea de amestec. Se considerad
repartitia de viteze pentru o curgere turbulentd, plana, stationard in medie,
in lungul unui perete (fig. 7.6). Se presupune cd la distanta y, de perete se

afla o particula macroscopica care antrenatd de viteza de pulsatie v' se
deplaseaza pe o distantd egala cu lungimea de amestec /, conservandu-si
componenta dupa axa Ox a cantitdtii de miscare. Astfel, o particuld din

stratul de viteza u(yy 1) se deplaseaza in stratul de viteza u(y,) sub

influenta vitezei transversale v'>0, ceea ce conduce la o diferentd intre
viteza stratului de sosire §i cea a particulel
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Auy =u(yy)—u(yg —z)=z(d—”} (7.40)

Analog, o particuli din stratul de vitezd u(y,+/) supusd vitezei

transversale v'<(0 ajunge in stratul de viteza 5( o), cu o diferentd intre
viteza particulei si cea a stratului

_ _ du
Auzzu(y0+l)—u(y0)=l(d—;l) (7.41)

Ya

Yo

w =

Fig. 7.6. Schema procesului de amestec turbulent.

Diferentele de viteza calculate cu relatiile anterioare pot fi interpretate ca
fluctuatii ale vitezei longitudinale, de modul

(7.42)

Din figura 7.6 se observa ca particulele care ajung in stratul y, antrenate
de viteza v'>0 conduc la o vitezd de fluctuatie longitudinald u'<0, in
timp ce particulele de pe stratul y, —/ antrenate de viteza v'<0 provoaca

o viteza fluctuantd longitudinald u'>0. In concluzie, produsul u'v' este
negativ.
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Se considera ca v' este proportional cu u', si tindnd seama ca
tensiunea turbulentd tangentiala trebuie sd-si schimbe semnul odatd cu

derivata du/ dy, se obtine formula lui Prandtl,

i g
dy'

5 (7.43)

r'=p12

Lungimea de amestec se determind empiric. Pentru curgeri turbulente
libere (zone de amestec, jeturi, dare) Prandtl considera ca lungimea de
amestec / este constantd in fiecare sectiune transversald si proportionald cu
grosimea stratului de amestec. Constanta de proportionalitate depinde de
curgerea studiati. In cazul straturilor limitd turbulente se utilizeaza, in
vecinatatea peretelui, o lungime de amestec proportionald cu distanta y de
la perete

[=ny, (7.44)

unde %= 0,4 este constanta lu1 Karman.

In regiunea externa stratului limitd, lungimea de amestec, / trebuie
sa fie proportionald cu grosimea stratului limitd. Deoarece alegerea
lungimii de amestec depinde de tipul de curgere examinat, modelele de
turbulenta bazate pe aceastd notiune nu au un grad de generalitate ridicat.

O altd teorie bazatd pe notiunea de lungime de amestec a fost
propusa de G. I. Taylor (1932). Rationamentul sdu se bazeaza pe ipoteza
transportului de vartejuri (vorticitdti), sugerat de faptul cd intr-o curgere
bidimensionald vorticitatea respectd legi de conservare asemanatoare celei
a caldurii, cu exceptia unor efecte de difuzitate de scard mica. Se propune

pentru curgerea plan paraleld in cazul unei miscari stratificate, u =u(y)
utilizarea relatiei

v 142,
Lo oot die (7.45)
p oy dy|dy
unde fluctuatia de vartej este o= v _ 8_u
ox Oy

Metoda Iui Prandtl este cunoscutd sub denumirea de teoria de
transport a cantitatii de miscare, 1ar cea a lui Taylor de teoria transportului
vdrtejurilor. De remarcat ca relatiile propuse de L. Prandtl si G. I. Taylor
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nu sunt aplicabile in punctele in care derivata du/dy se anuleaza, deci in

sectiunile curgerii unde viteza este maxima sau minima.

Von Kiarman (1941) a propus la randul lui o teorie bazatd pe
ipotezele:

1) lungimea de amestec este determinatd de conditiile locale
descrise prin termeni ce depind de conditiile locale, cum ar fi prima si a
doua derivata a vitezei medii intr-un punct;

2) toate campurile pulsatorii sunt asemenea intre ele.
Daca se considerd o curgere pland cu viteza medie in directia axei Ox, din
conditia de similitudinea geometrica rezulta

(dz;j [d;j
: au
d

/ dL_ =x=const sau [=x y_
(duJ d2u
dy dy2

Introducand valoarea lungimii de amestec calculatd conform formule1 lui
Prandtl rezulta

(7.46)

—\4
d
v=pln (7.47)
d’u
au
[dyz J

In ceea ce priveste teoria lui Karman, conform relatiei (7.47) ar

rezulta o tensiune tangentiald infinitd, cand d?u/ dy2 =0, ceea ce nu este

plauzibil. Au fost propuse si alte formule de calcul, insa expresiile sunt
complicate, dificil de utilizat.

Trebuie mentionat ca expresiile propuse pentru lungimea de amestec
contin coeficienti empirici selectati astfel incat sa corespunda observatiilor
experimentale. Studiile arata ca ipotezele lungimii de amestec si cea a
difuziei de tip gradient nu reprezinta corect procesele fizice ale amestecului
turbulent, astfel incat nu pot furniza o baza sigurd pentru determinarea
curgerilor turbulente complexe. Pentru turbulenta libera si zona centrala a
curgerilor marginite de pereti solizi, relatia lui Taylor oferd rezultate bune,
deoarece aici se observa miscari bidimensionale importante, ca de pilda
vartejurile din siajul unui cilindru. In zona afectati de perete, teoria lui
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Prandtl s-a dovedit mai eficienta. Aici, pentru curgerea deplin turbulenta
din apropierea peretilor este recomandabila si teoria lui Karman, deoarece
scara vartejurilor ce contribue la procesul de amestec turbulent creste cu
distanta la perete.

Concluzia generala este ca teoriile bazate pe conceptul de lungime de
amestec nu se justifica decat in cazuri particulare, in studiul unor anumite
probleme, ca de exemplu studii de teoria lubrificatiei sau ale miscarii
turbulente cu suprafata libera.

7.5. Repartitia vitezelor medii in vecinitatea unui perete

Turbulenta la perete poate fi descrisd ca miscarea fluidului a carei
structurd este afectata direct de prezenta peretilor solizi. Se pot deosebi
pentru pereti impermeabili, rigizi doua categorii de curgeri: miscarea in
jurul corpului si miscarea intre pereti. In primul caz, turbulenta la perete se
manifestd prin aparitia unui strat limita turbulent a carei grosime creste in
lungul corpului, in cel de-al doilea turbulenta este conditionatd de spatiul
dintre pereti.

In zona peretelui, natura si configuratia acestuia determina
modalitatea de desfasurare a curgerii turbulente, regiunea find cunoscuta
sub denumirea de zona turbulenta controlata de perete (‘“wall turbulence”).
Pentru pereti netezi, efectele datorate peretelui sesizate mai ales in
portiunea din imediata vecinatate a acestuia apar datoritd tensiunilor de
viscozitate, pe cand pentru un perete rugos efectele apar datoritd actiunii
fortelor care rezulta din curgerea in jurul elementelor de rugozitate.

In cazul peretilor netezi, zona turbulentd controlati de perete, poate
fi impartitd in trei subdomenii: un substrat vdscos caracterizat de un
gradient mare al vitezei, o zona de tranzitie in care efectele viscozitatii
moleculare si al turbulentei au acelasi ordin de marime si o regiune deplin
turbulentd. In afara zonei controlate de perete, denumitd nucleu turbulent
parametrii migcarii depind de proprietatile fluidului si de conditiile la limita
externe, fiind independentd de conditiile la limitd la perete. Cele doua zone
sunt racordate printr-un strat intermediar.

Analiza mai detailatd a curgerii turbulente va fi prezentata in alta
lucrare, in acest subcapitol discutia este limitatd la curgerea
bidimensionald, in lungul unui perete plan infinit, iar marimile care
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caracterizeaza migcarea fluctuantd nu variaza in lungul peretelui u =u(y),

v=0,w=0, p=p(y) sit=1(y).
In imediata vecindtate a peretelui, in substratul vascos, tensiunile
turbulente sunt neglijabile in raport cu tensiunile vascoase,

To =" ou = const, (7.48)
|, _
y=0
de unde rezulta
u=1y2 , (7.49)
n

adica viteza medie variaza liniar cu distanta y fata de perete.
Se acceptd ipoteza cd valoarea tensiunii totale este constantd in
lungul axe1 Oy, adicd egala cu tensiunea la perete 1. In zona de tranzitie in

care tensiunile turbulente t' sunt de acelasi ordin de marime cu tensiunile
vascoase este valabila relatia,

To =T]j—;+‘['. (750)

In regiunea deplin turbulentd, tensiunile vascoase sunt neglijabile
fata de cele de turbulenta si

To="T" (7.51)

Repartitia vitezei In vecindtatea unei suprafete solide plane poate fi
determinatd cu ajutorul teoriei semiempirice a lui Prandtl. Din relatiile

(7.43) si (7.44) in ipoteza tensiunii turbulente constante de-a lungul axei
Oy, egala cu tensiunea la perete, rezulta

Tp = pxz y2 [d_u} : (7.52)

Se defineste viteza de frecare la perete
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P L) (7.53)

si legea lui Prandtl (7.52) devine

u =%y(j—z) , (7.54)

de unde rezulta prin integrare legea logaritmica de distributie a vitezelor
u

—=llny+const, (7.55)

%
u A

constanta x fiind definita in vecinatatea peretelui.
Expresia (7.55) constituie legea universala de distributie a vitezelor.
Fie k indltimea medie a asperitatilor, definita ca rugozitatea absoluta.
In cazul general legea universaldi de distributie a vitezelor poate fi
exprimatd, din considerente de analizd dimensionald, ca o functie de forma

i*z f(MMJ (7.56)
u

Pentru perete neted se considerd k=0. In substratul vascos, din relatia
(7.49) se deduce

U ox

2oL (7.57)

u A%

L (7.58)
u

u =y . (7.59)
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In regiunea deplin turbulentd integrarea relatiei (7.55) scrisd cu
marimi adimensionale conduce la formula logaritmica,

u = 1 Iny™ + const. (7.60)
%

Daca peretele este rugos se obtine deasemenea o lege logaritmica,
care depinde de rugozitatea £,

u =llnl+const. (7.61)
%

Constanta se determind din conditia impusa in vecinitatea peretelui u =0
pentru y =y, . Problema principala este determinarea distantei y, stabilitd

in functie de inaltimea si forma rugozitatilor.

Aplicatia 7.1.
Sa se stabileasca legea de distributie a vitezei medii # a unui fluid
incompresibil, Intr-o conducta circulard netedd de raza r,, dacd viteza

maxima in axul conductei este u,,, . Sd se determine viteza medie a
fluidului care circula prin conducta.

Solutie
Se considera substratul vascos de grosime &'. Se aplicd legea
logaritmica de distributie a vitezelor, valabila la distantd de perete,

u 1
—*=—1I'ly+C.
u A

In axul conductei pentru y = 1y, viteza mediata u=u deci

max >

1

u

1 u
%z—lnr0+C :>C=%——lnr0.

u % u %

Legea universala de distributie a vitezelor devine
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Debitul care circula prin conductd in zona deplin turbulentd se
calculeaza

n-d_ Wy
0O=2mn 6[urdr=2né[(umax+7ln%](l”o—y)d)ﬁ

Deoarece debitul vehiculat prin substratul vascos este foarte mic, practic
neglijabil, se considera viteza medie prin conducta

1 *
V=L =2 [| i + (l_ljd(lj'
7”/'0 5 o I"O I"O I"O
n

Integrand se obtine

1
szumax 5_(

AR R ERE) SGR)

Grosimea substratului vascos 0' reprezintd 1-2% din valoarea razei. Intr-o
primd  aproximatie se pot considera  termenii  y/x si

y/nphn(y/x ) neglijabili. Se obtine valoarea vitezei medii
3u"

V=u -
max
2% o

in concordanta cu rezultatele experimentale.
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ANEXA 1
Greutatea Densitatea Tensiunea
specifica superficiala
3
Y [N/ m3] p [kg/ m ] o[N/m]
Alcoool etilic 7740 789 0,022
Benzen 8 623 879 0,029
Gazolina 6671 680 -
Glicerina 12 360 1260 0,063
Kerosen 7936 809 0,025
Mercur 132 8860 13 546 0,467
Apé 9790 998 0,073

atmosferica si temperatura de 20° C .

Tabelul 1. Valorile greutatii specifice, densitatii si tensiunii superficiale la presiunea

Temperatura (° C)

Greutatea specifica (N/m3 )

Densitatea (kg/m3 )

0 12,68 1,293
5 12,46 1,270
10 12,24 1,247
15 12,02 1,226
20 11,82 1,205
25 11,62 1,184
30 11,43 1,165
35 11,24 1,146
40 11,06 1,128
50 10,72 1,093
60 10,40 1,060
70 10,10 1,029
80 9,81 1,000
90 9,54 0,972
100 9,28 0,466

Tabelul 2. Valorile greutatii specifice si densitatii aerului la presiunea atmosferica.
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ANEXA 2

Ecuatiile de miscare Navier-Stokes si ecuatia de continuitate in
coordonate cilindrice

Ecuatiile de migcare Navier- Stokes sunt:

2
Vo Ve VoW OV, Ve 1

ot "or r 0 Tox or " por
+V[52V,, L1, O, 1, _l%_ﬂJ

a1 002 x* ror 20

6V9 +V aVe +E%+V %+—VFV6 =F —ié—p+

ot "or r 09 Yoo r 0 pr 00
N 621/9+L82V9+82V9+18V6+l%_ﬁ
o 2o ot ror 200 )

oV, iV oV, +E8VZ 7, o, _
ot or r 00 1574

) _l@_erv[@zVZ+L82VZ+82V2+18VZJ

p Oz a2 oeer 82 ror

Ecuatia continuitdtii se scrie,

v, LWy V. TV, _

0.
or r 09 oz r
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